
Maths — PT corrigé des exercices sur les surfaces et courbes spatiales Lycée Mandela 2024/2025

PT corrigé des exercices sur les surfaces et courbes spatiales 2024/2025

1+ a) Donner un point et un vecteur directeur de la droite𝒟 d’équations cartésiennes 𝑥 = 4
𝑦 = 3−3𝑧 .

b) Trouver les points réguliers de la surface 𝑆 d’équation 𝑥𝑦 = 𝑧3.
c) Donner les plans tangents à 𝑆 qui contiennent𝒟.
Réponse :

a) Deux points de𝐷 : (4,3,0) et (4,0,1), donc𝐷 passe par 𝐴 ∶ (4,0,1) est dirigée par �⃗� ∶ (0,3,−1) .

b) Posons 𝜙(𝑥,𝑦,𝑧) = 𝑥𝑦−𝑧3, alors ∇⃗𝜙 = ⒧𝑦,𝑥,−3𝑧2⒭.
∇⃗𝜙 = 0⃗ si, et seulement si, 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0.
Tous les points de 𝑆 différents de 𝑂 ∶ (0,0,0) sont réguliers.

c) Soit𝑀0 ∶ (𝑥0,𝑦0,𝑧0) ∈ 𝑆∖{(0,0,0)}, alors 𝑥0𝑦0 = 𝑧30 ; Le plan tangentΠ0 à 𝑆 contient𝒟 si, et seulement
si, ∇⃗𝜙(𝑀0) ⟂ �⃗� et 𝐴 ∈Π0.
∇⃗𝜙(𝑀0) ⟂ �⃗� équivaut à 3𝑥0+3𝑧20 = 0, et 𝐴 ∈Π0 équivaut à (4−𝑥0)𝑦0+(0−𝑦0)𝑥0+(1−𝑧0)(−3𝑧20) = 0.

On trouve donc le système d’équations
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

𝑥0𝑦0 = 𝑧30
𝑥0 =−𝑧20
4𝑦0−2𝑥0𝑦0+3𝑧30 −3𝑧20 = 0

.

Si 𝑧0 = 0, alors 𝑥0 = 𝑦0 = 0, ce qui est exclus (point singulier).
Si 𝑧0 = 0, on trouve 𝑥0 =−𝑧20 , 𝑦0 =−𝑧0, puis−4𝑧0−2𝑧20 +3𝑧20 +2𝑧30 = 0, soit 𝑧20 −3𝑧0+4 = 0. On trouve
alors : (𝑥0,𝑦0,𝑧0) = (16,−4,4) ou (𝑥0,𝑦0,𝑧0) = (−1,1,−1).
Les équations des plans correspondants sont 𝑥+4𝑦+12𝑧 = 16, 𝑥−𝑦−3𝑧 = 1.

𝑆,𝐷, les trois points …et les plans tangents

2∗
a) Donner leplan tangent aupointdeparamètre (1,1)à la surface𝑆 d’équationsparamétriques

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

𝑥 =𝑢2
𝑦 = 𝑢𝑣
𝑧 = 2𝑢+𝑣

.

b) Montrer qu’une équation cartésienne de 𝑆 est 4𝑥2+4𝑥𝑦+𝑦2−𝑥𝑧2 = 0.
c) Montrer que 𝑆 est une surface réglée.
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Réponse :
a) Les coordonnées de 𝐴 ∶ 𝑀(1,1) sont (1,1,3). 𝑆 est définie par une fonction vectorielle de classe𝒞1,

avec 𝜕𝑀𝜕𝑢 = ⒧ 2𝑢𝑣
2
⒭ et 𝜕𝑀𝜕𝑣 = ⒧ 0𝑢

1
⒭. En𝐴, on trouve respectivement ⒧ 212 ⒭ et ⒧

0
1
1
⒭, donc un vecteur normal en

𝐴 est ⒧ 1
2
−2 ⒭, et le plan tangent à 𝑆 en 𝐴 a pour équation 𝑥+2𝑦−2𝑧+3 = 0 .

b) Avec 𝑥 = 𝑢2,𝑦 = 𝑢𝑣,𝑧 = 2𝑢+𝑣, 4𝑥2+4𝑥𝑦+𝑦2−𝑥𝑧2 = 4𝑢4+4𝑢3𝑣 +𝑢2𝑣2−𝑢2(4𝑢2+4𝑢𝑣 +𝑣2) = 0,
donc une équation cartésienne de 𝑆 est 4𝑥2+4𝑥𝑦+𝑦2−𝑥𝑧2 = 0 .

c) Leparamétrage de 𝑆 s’écrit ⒧𝑥𝑦𝑧 ⒭ = ⒧𝑢
2
0
2𝑢
⒭+𝑣 ⒧ 0𝑢

1
⒭, soit 𝑂𝑀(𝑢,𝑣) = 𝑂𝑃(𝑢)+𝑣𝛼(𝑢). 𝑆 est doncune surface

réglée, de génératrices𝒟𝑢 ∶ (𝑃(𝑢);𝛼(𝑢)).

𝑆 est réglée

3 Soit (Γ) la courbe d’équations cartésiennes 𝑧
2−𝑥𝑦+1 = 0
𝑥−𝑦+𝑧 = 1 .+

a) Donner un vecteur directeur de la tangente𝒯0 à (Γ) en𝑀0 ∶ (𝑥0,𝑦0,𝑧0).
b) Donner l’équation cartésienne de la projection orthogonale de (Γ) sur le plan 𝑧 = 0 et déterminer la

nature de la courbe obtenue.
Réponse :

a) Considérons les fonctions définies sur ℝ3 par 𝜑(𝑥,𝑦,𝑧) = 𝑧2−𝑥𝑦+1 et𝜓(𝑥,𝑦,𝑧) = 𝑥−𝑦+𝑧−1.
𝜑 et𝜓 sont polynomiales, donc de classe𝒞1, et ∇⃗𝜑 = (−𝑦0,−𝑥0,2𝑧0), ∇⃗𝜓 = (1,−1,1).
Le produit vectoriel de ces deux gradients : (𝑥0 + 2𝑧0,−𝑦0 + 2𝑧0,𝑥0 + 𝑦0), est non nul puisque
(𝑥0,𝑦0,𝑧0) ≠ (0,0,0), et appartient aux deux plans tangents aux surfaces d’équations 𝑧2−𝑥𝑦+1 = 0
et 𝑥−𝑦+𝑧 = 1, donc (−𝑦0,−𝑥0,2𝑧0) est un vecteur directeur à𝒯0 .

b) On obtient une équation cartésienne de la projection orthogonale de (Γ) sur le plan 𝑧 = 0 en élimi-
nant 𝑧 des équations de (Γ) :
de𝑥−𝑦+𝑧 = 1, on extrait 𝑧 = 1−𝑥+𝑦, puis enportant ceci dans 𝑧2−𝑥𝑦+1 = 0 : (1−𝑥+𝑦)2−𝑥𝑦+1 = 0
soit 𝑥2+𝑦2−3𝑥𝑦−2𝑥+2𝑦+2 = 0.

Ceci est l’équation d’une conique. La matrice associée est 𝑆 = ⒧ 1 3/2
3/2 1 ⒭, de polynôme caractéris-

tique (𝑋 −1)2− 9
4 = ⒧𝑋 − 5

2⒭⒧𝑋 + 1
2⒭.

Les deux valeurs propres étant de signe opposé, il s’agit d’une hyperbole.

(Γ), 𝑂𝑥𝑦, la projection
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4 On considère les droites𝒟1 et𝒟2 d’équations cartésiennes respectives : 𝑥 = 𝑦
𝑧 = 1 et 𝑥 =−𝑦

𝑧 =−1 .∗
a) Soit𝑀 un point de l’espace euclidien, et𝒟 la droite (𝐴; �⃗�).

Soit𝐻 le projeté orthogonal de𝑀 sur𝒟, exprimer 𝐴𝐻 en fonction de 𝐴𝑀 et de �⃗�.

En déduire que si 𝑑 est la distance de𝑀 avec la droite𝒟, alors 𝑑2 = 𝐴𝑀2− (𝐴𝑀 ⋅ �⃗�)2
‖𝑢‖2

.

b) Soit𝑀 ∶ (𝑥,𝑦,𝑧), calculer les distances respectives 𝑑1 et 𝑑2 de𝑀 avec les droites𝒟1 et𝒟2.
En déduire que les points équidistants de 𝒟1 et 𝒟2 forment une surface (𝑃𝐻) d’équation cartésienne
2𝑧 = 𝑥𝑦.

c) Montrer que (𝑃𝐻) est réglée.

Réponse :

a) 𝐴𝐻 =
𝐴𝑀 ⋅ �⃗�
‖𝑢‖2

�⃗�, donc 𝐴𝐻2 = (𝐴𝑀 ⋅ �⃗�)2
‖𝑢‖2

; or 𝑑 = d(𝑀,𝒟) =𝑀𝐻 , et d’autre part d’après le théorème

de Pythagore : 𝐴𝐻2+𝐻𝑀2 =𝐴𝑀2, donc 𝑑2 =𝐴𝑀2−𝐴𝐻2 = 𝐴𝑀2− (𝐴𝑀 ⋅ �⃗�)2
‖𝑢‖2

.

b) D’après la question précédente, et puisque 𝒟1 = (𝐴1, �⃗�1),𝒟2 = (𝐴2, �⃗�2), avec 𝐴1 ∶ (0,0,1),𝐴2 ∶
(0,0,−1), �⃗�1 ∶ (1,1,0) et �⃗�2 ∶ (1,−1,0), donc

𝑑21 = 𝑥2 +𝑦2 + (𝑧−1)2 − (𝑥+𝑦)2
2 et 𝑑22 = 𝑥2 +𝑦2 +(𝑧+1)2 − (𝑥−𝑦)2

2 ; 𝑑22 −𝑑21 = 4𝑧−2𝑥𝑦. Donc les
points équidistants de𝒟1 et𝒟2 forment une surface (𝑃𝐻) d’équation cartésienne 2𝑧 = 𝑥𝑦.

c) Si 𝛼 ∈ ℝ, alors (𝑃𝐻)∩𝑥 = 𝛼 est défini par les équations 𝑥 = 𝛼 et 2𝑎 = 𝛼𝑦, donc est une droite 𝒟𝛼.
(𝑃𝐻) est recouverte par les droites𝒟𝛼, donc elle est réglée.

Les deux droites et l’axe 𝑂𝑧, (𝑃𝐻)

5 Soit (𝑎,𝑏) ∈ (ℝ∗+)2. On considère l’hélice droiteℋ de paramétrage
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

𝑥 = 𝑎 cos𝑡
𝑦 = 𝑎 sin𝑡
𝑧 = 𝑏 𝑡

.∗

a) Déterminer un paramétrage de la surface régléeℛ engendrée par les tangentes àℋ.
b) Soit𝑚∈ℝ∗, déterminer la section deℛ par le plan 𝑧 =𝑚.𝑏.
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Réponse :

a) 𝑀 ′(𝑡) = ⎛⎜
⎝

−𝑎 sin𝑡
𝑎 cos𝑡
𝑧 = 𝑏

⎞⎟
⎠
, donc un paramétrage de la surface réglée (ℛ) engendrée par les tangentes àℋ

est
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

𝑥 = 𝑎 cos𝑡 −𝜆𝑎 sin𝑡
𝑦 = 𝑎 sin𝑡 +𝜆𝑎 cos𝑡
𝑧 = 𝑏 (𝑡 +𝜆)

, 𝑡 ∈ ℝ,𝜆 ∈ ℝ.

b) 𝑧 = 𝑏 (𝑡 + 𝜆) = 𝑚.𝑏 donc 𝜆 = 𝑚 − 𝑡, ce qui définit la courbe paramétrée par
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

𝑥 = 𝑎 cos𝑡 −𝑎(𝑚−𝑡)sin𝑡
𝑦 = 𝑎 sin𝑡 +𝑎(𝑚−𝑡)cos𝑡
𝑧 = 𝑏𝑚

. Il s’agit d’une spirale (la développante de cercle).

ci-dessus; l’hélice, (ℛ), la section.

6 On considère la surface (𝐻2) d’équation cartésienne 𝑥2+𝑦2−𝑧2 =−1.∗
a) Montrer que (𝐻2) est une surface de révolution d’axe 𝑂𝑧, dont on précisera les méridiennes.

b) Montrer que le paramétrage
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

𝑥 = sh(𝑢)cos𝑣
𝑦 = sh(𝑢)sin𝑣
𝑧 = ch(𝑢)

définit une partie de (𝐻2).

Tous les points de (𝐻2) sont-ils ainsi décrits?
c) Déterminer une équation cartésienne du plan tangent à (𝐻2) au point𝑀0 ∶ (𝑥0,𝑦0,𝑧0).
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Réponse :
a) En coordonnées cylindriques (𝑟2 = 𝑥2 +𝑦2), l’équation cartésienne devient 𝑟2 −𝑧2 = 1, ce qui cor-

respond à une surface de révolution.
La section de (𝐻2) par le plan 𝑦 = 0 est l’hyperbole d’équations 𝑥2−𝑧2 = 1,𝑦 = 0 .

b) Avec (𝑥 = sh(𝑢)cos𝑣,𝑦 = sh(𝑢)sin𝑣,𝑧 = ch(𝑢)), 𝑥2 +𝑦2 = sh 2(𝑢) donc 𝑥2 +𝑦2 −𝑧2 = sh 2(𝑢) −
ch 2(𝑢) = −1.
Cependant, les points de (𝐻2) qui vérifient 𝑧 ⩽ −1 (par exemple (0,0,−1)) ne peuvent pas être at-
teints par 𝑧 = ch(𝑢). Tous les points de (𝐻2) sont pas décrits par le paramétrage .

c) Posons 𝜙(𝑥,𝑦,𝑧) = 𝑥2+𝑦2+𝑧2−1, alors𝑀 ∈ (𝐻2)⟺𝜙(𝑥,𝑦,𝑧) = 0 ; or ∇⃗𝜙(𝑀0) = (2𝑥0,2𝑦0,−2𝑧0),
donc une équation cartésienne du plan tangent à (𝐻2) au point𝑀0 ∶ (𝑥0,𝑦0,𝑧0) est 𝑥0(𝑥−𝑥0)+𝑦0(𝑦−
𝑦0)−𝑧(𝑧−𝑧0) = 0, soit 𝑥0𝑥+𝑦0𝑦+𝑧0𝑧 = −𝑥20 −𝑦20 +𝑧20 =−1.

les deux calottes de (𝐻2)

7 Soit 𝑎 ∈ ℝ∗+, et la surface𝒫 d’équation cartésienne 𝑎 ⒧𝑥2+𝑦2⒭𝑧 = ⒧𝑥2−𝑦2⒭𝑥𝑦.∗
a) Préciser la nature des isométries qui à𝑀 ∶ (𝑥,𝑦,𝑧) associent respectivement𝑀1 ∶ (𝑦,−𝑥,𝑧),𝑀2 ∶ (𝑦,−𝑥,𝑧)

et𝑀3 ∶ (𝑦,𝑥,−𝑧).
Montrer que𝑀 appartient à𝒫 si, et seulement si𝑀𝑘 appartient à𝒫 pour 𝑘 ∈ [[1,3]].
En déduire les symétries de la surface𝒫.

b) Si 𝜆 ∈ ℝ, déterminer la section de𝒮 par le plan d’équation cartésienne 𝑦 = 𝜆𝑥 (on étudiera en particulier
le cas 𝜆 =±1).

c) Soit 𝑓 la fonction définie par 𝑓(𝑥,𝑦) = ⒧𝑥2−𝑦2⒭𝑥𝑦
𝑥2+𝑦2 si (𝑥,𝑦) ≠ (0,0), et 𝑓(0,0) = 0. On rappelle que 𝑓

admet deux dérivées partielles nulles en (0,0).
Quel est le plan tangentΠ0 à𝒫 au point (0,0,0)? Quel est l’intersection deΠ0 avec𝒫 ?

d) Déterminer quatre droites incluses dans𝒫.
e) Déterminer l’intersection de𝒫 avec le cylindre de révolution d’axe 𝑂𝑧 et de rayon 1.

Réponse :
a) L’isométrie qui à𝑀 ∶ (𝑥,𝑦,𝑧) associe𝑀1 ∶ (𝑦,−𝑥,𝑧) a pour matrice ⒧ 0 −1 0

1 0 0
0 0 1 ⒭ ; c’est la rotation d’axe 𝑂𝑧

d’angle 𝜋
2 . de plan 𝑥 = 0 ; l’isométrie qui à𝑀 ∶ (𝑥,𝑦,𝑧) associe𝑀2 ∶ (𝑥,−𝑦,𝑧) est la rotation d’axe 𝑂𝑧

d’angle −𝜋2 .

L’isométrie qui à𝑀 ∶ (𝑥,𝑦,𝑧) associe𝑀3 ∶ (𝑦,𝑥,−𝑧) a pour matrice ⒧ 0 1 0
1 0 0
0 0 −1 ⒭ ; c’est un demi-tour d’axe

dirigé par ⃗𝚤 + ⃗𝚥.
𝑎 ⒧𝑥2+𝑦2⒭𝑧 − ⒧𝑥2−𝑦2⒭𝑥𝑦 = 𝑎 ⒧(−𝑦)2+𝑥2⒭𝑧 − ⒧(−𝑦)2−𝑥2⒭𝑥 (−𝑦) = 𝑎 ⒧𝑦2+(−𝑥)2⒭𝑧 −
⒧𝑦2−(−𝑥)2⒭ (−𝑥)𝑦 = 𝑎 ⒧𝑦2+𝑥2⒭ (−𝑧)− ⒧𝑦2−𝑥2⒭𝑥𝑦, donc
(𝑀 appartient à𝒫)⟺ (𝑀𝑘 appartient à𝒫) pour 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 3.

𝒫 est donc invariant par les rotations d’angle 𝜋
2 , 𝜋 et 𝜋2 , et le demi-tour d’axe dirigé par ⃗𝚤 + ⃗𝚥… .

…et leurs composées.
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Réponse :
a) La section de𝒫 par le plan d’équation cartésienne 𝑦 = 𝜆𝑥 est définie par les équations

𝑎 ⒧𝑥
2+𝑦2⒭𝑧 = ⒧𝑥2−𝑦2⒭𝑥𝑦

𝑦 = 𝜆𝑥 , soit 𝑎 ⒧1+𝜆
2⒭𝑥2𝑧 = ⒧1−𝜆2⒭𝜆𝑥4

𝑦 = 𝜆𝑥 , donc 𝑦 = ⒧1−𝜆2⒭𝜆
1+𝜆2 𝑥2 (même

si 𝑥 = 𝑦 = 0).
L’intersection est donc la droite 𝑦 =±𝑥,𝑧 = 0 si 𝜆 = 1, et une parabole si 𝜆 ≠±1 .

b) Π0 est horizontal ; c’est le plan 𝑂𝑥𝑦 d’équation 𝑧 = 0.

Π0 ∩𝒫 est défini par ⒧𝑥
2−𝑦2⒭𝑥𝑦 = 0

𝑧 = 0 ; ceci correspond à la réunion des droites 𝐷1 ∶ 
𝑥 = 𝑦
𝑧 = 0 ;

𝐷2 ∶ 
𝑥 = −𝑦
𝑧 = 0 ;𝐷3 ∶ 

𝑥 = 0
𝑧 = 0 ;𝐷4 ∶ 

𝑦 = 0
𝑧 = 0 .

c) Les droites (𝐷𝑘)1⩽𝑘⩽4 sont incluses dans𝒫.
d) Le cylindre (Σ) a pour équation cartésienne 𝑥2+𝑦2 = 1 ; on peut donc poser 𝑥 = cos𝜃, 𝑦 = sin𝜃 ; et

alors 𝑧 = ⒧𝑥2−𝑦2⒭𝑥𝑦
𝑎 (𝑥2+𝑦2) = cos(2𝜃)sin(2𝜃)

𝑎 = sin(4𝜃
4𝑎 .

L’intersection de (Σ) avec𝒫 est la courbe paramétrée par 𝜃 ↦ ⒧cos𝜃,sin𝜃, sin(4𝜃4𝑎 ⒭ .

8 Soit 𝜆 ∈ ℝ, on considère la surface (𝑇𝜆) d’équation cartésienne 𝑥3+𝑦3+𝑧3−3𝑥𝑦𝑧 = 𝜆3.∗
a) Déterminer les points singuliers de (𝑇𝜆).
b) Soit 𝜆 ∈ ℝ, déterminer une valeur de 𝛼 ∈ ℝ telle que𝑀𝜆 ∶ (𝛼𝜆,−𝛼𝜆−𝛼𝜆,) ∈ (𝑇𝜆).

Écrire une équation du plan tangent en𝑀𝜆.

c) Effectuer le changement de repère orthogonal de matrice 𝑃 = 1
√6

⎛⎜⎜
⎝

√3 1 √2
−√3 1 √2
0 −2 √2

⎞⎟⎟
⎠
, et montrer que

l’équation de (𝑇𝜆) dans le nouveau repère devient ⒧𝑥21 +𝑦21 ⒭𝑧1 = 2𝜆3.
d) En déduire que (𝑇𝜆) est une surface de révolution d’axe dirigé par (1,1,1), et préciser les méridiennes de

(𝑇𝜆).
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Réponse :
a) Posons𝜑𝜆(𝑥,𝑦,𝑧) = 𝑥3+𝑦3+𝑧3−3𝑥𝑦𝑧−𝜆3, alors ∇⃗𝜑𝜆 = ⒧3𝑥2−3𝑦𝑧,3𝑦2−3𝑥𝑧,3𝑧2−3𝑥𝑦⒭. Lespoints

singuliers de (𝑇𝜆) sont donc ceux qui vérifient le système
⎧⎪⎪
⎨⎪⎪⎩

𝑥2 = 𝑦𝑧
𝑦2 = 𝑥𝑧
𝑧2 = 𝑥𝑦

.

Si un des trois nombres (𝑥,𝑦,𝑧) est nul, alors (𝑥,𝑦,𝑧) = (0,0,0).

Si aucun des trois nombres (𝑥,𝑦,𝑧) n’est nul, alors par division des deux premières équations : 𝑥
2

𝑦2 =𝑦
𝑥 donc 𝑦3 = 𝑥3, puis 𝑦 = 𝑥 et de la même manière 𝑥 = 𝑦 = 𝑧.
Lespoints singuliersde (𝑇𝜆)appartiennent à ladroited’équation𝑥 = 𝑦 = 𝑧 ; alors𝑥3+𝑦3+𝑧3−3𝑥𝑦𝑧 =
3𝑥3−3𝑥3 = 0, donc (𝑇𝜆) n’a pas de point singulier si 𝜆 ≠ 0 , et les points singuliers de (𝑇0) forment
la droite d’équation 𝑥 = 𝑦 = 𝑧.

b) Avec (𝑥,𝑦,𝑧) = (𝛼𝜆,−𝛼𝜆,−𝛼𝜆), 𝑥3+𝑦3+𝑧3−3𝑥𝑦𝑧 = 𝛼3𝜆3−𝛼3𝜆3−𝛼3𝜆3−3𝛼3𝜆3 =−4𝛼3𝜆3 qui vaut
𝜆3 si, et seulement si, 𝛼 =−4−1/3 .
En ce point, une équation du plan tangent à (𝑇𝜆) est 𝑦+𝑧 = 0.

c) En effectuant le changement de repère ⎛⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧
⎞⎟
⎠
= 𝑃.⎛⎜

⎝

𝑥1
𝑦1
𝑧1
⎞⎟
⎠

et en portant ces égalités dans l’équation de

(𝑇𝜆), on trouve successivement : 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = √3𝑧1, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 (car 𝑃 ∈ 𝒪(3)), et
𝑥𝑦+𝑦𝑧+𝑧𝑥 = 1

2 ⒧(𝑥+𝑦+𝑧)
2−2(𝑥𝑦+𝑦𝑧+𝑧𝑥)⒭ = −12𝑥

2
1−

1
2𝑦

2
1+𝑧21 ,𝑥3+𝑦3+𝑧3−3𝑥𝑦𝑧 =

1
2 ⒧𝑥

2
1 +𝑦21 ⒭𝑧1 ;

alors 𝑥3+𝑦3+𝑧3−3𝑥𝑦𝑧 = (𝑥+𝑦+𝑧)(𝑥2+𝑦2+𝑧2−𝑥𝑦−𝑦𝑧−𝑧𝑥)−3𝑥𝑦𝑧 = ⒧𝑥21 +𝑦21 ⒭𝑧1, d’où l’équation
réduite ⒧𝑥21 +𝑦21 ⒭𝑧1 = 2𝜆3 .

d) Dans le nouveau repère obtenu par rotation de matrice 𝑃, l’axe vertical est dirigé par (1,1,1) et une
équation de (𝑇𝜆) en cylindriques est 𝑟21 .𝑧1 = 2𝜆3, ce qui caractérise une surface de révolution d’axe

(1,1,1) et dont laméridienne apour équation 𝑧1 =
2𝜆3
𝑥21

dans le plan𝑂𝑥1𝑦1 (d’équation𝑥+𝑦+𝑧 = 0).

ci-dessus : deux vues de (𝑇1)

9 On considère le cercle𝒞 de centre 𝐴 ∶ (2,0,0) et de rayon 1, inclus dans le plan vertical 𝑦 = 0.∗∗
a) Déterminer un paramétrage du tore𝒯 obtenu par révolution de𝒞 autour de l’axe 𝑂𝑧.
b) Montrer qu’une équation cartésienne de𝒯 est ⒧𝑥2+𝑦2+𝑧2−5⒭2+16𝑧2 = 16.

c) Montrer que 𝐵 ∶ ⒧32 ,0,
√3
2 ⒭ appartient à𝒯. Écrire une équation du planΠ tangent à𝒯 en 𝐵.

d) Montrer que𝑀 ∈Π∩𝒯 si, et seulement si 19 ⒧4𝑥
2+3𝑦2+6𝑦−9⒭⒧4𝑥2+3𝑦2−6𝑦−9⒭ = 0 et en déduire que

𝑀 ∈Π∩𝒯 se compose de deux ellipses (qui sont en fait des cercles, appelés cercles de VILLARCEAU).
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Réponse :
a) Le cercle de centre 𝐴 ∶ (2,0,0) et de rayon 1, inclus dans le plan vertical 𝑦 = 0, est paramétré par

𝑂𝐶(𝜑) = ⎛⎜
⎝

2+ cos𝜑
0

sin𝜑
⎞⎟
⎠
, 𝜑 ∈ [−𝜋,𝜋].

La matrice de la rotation d’axe 𝑂𝑧 et d’angle 𝜃 est 𝑅𝜃 = ⎛⎜
⎝

cos𝜃 −sin𝜃 0
sin𝜃 cos𝜃 0
0 0 1

⎞⎟
⎠
., donc un paramétrage

du tore est 𝑅𝜃.𝑂𝐶(𝜑) = ⎛⎜
⎝

(2+cos𝜑)cos𝜃
(2+cos𝜑)sin𝜃

sin𝜑
⎞⎟
⎠

b) Avec ce paramétrage : 𝑥2 +𝑦2 = (2+ cos𝜑)2 = 4+4cos𝜑+ cos2𝜑, donc 𝑥2 +𝑦2 +𝑧2 = 4+4cos𝜑+
cos2𝜑+ sin2𝜑 = 5+4cos𝜑, puis (𝑥2+𝑦2+𝑧2−5)2+16𝑧2 = 16⒧cos2𝜑+ sin2𝜑⒭ = 16 .

c) ⎛
⎝
⒧32⒭

2
+⒧√3

2 ⒭
2

−5⎞
⎠

2

+16⒧√3
2 ⒭

2

= ⒧124 −5⒭
2
+1634 = 4+12 = 16 donc 𝐵 ∈𝒯.

∇⃗(⒧𝑥2+𝑦2+𝑧2−5⒭2+16𝑧2−16)
= ⒧4⒧𝑥2+𝑦2+𝑧2−5⒭𝑥,4⒧𝑥2+𝑦2+𝑧2−5⒭𝑦,4⒧𝑥2+𝑦2+𝑧2−5⒭𝑧+32𝑧⒭, soit en 𝐵 :

∇⃗(⒧𝑥2+𝑦2+𝑧2−5⒭2+16𝑧2−16)(𝐵) = ⒧−12,0,12√3⒭.

On trouve alors qu’une équation du planΠ tangent à𝒯 en 𝐵 est 𝑥−√3𝑧 = 0 .

d) Π∩𝒯 est donc défini par les deux équations 𝑥 = √3𝑧 et (2) ∶ 19 ⒧4𝑥
2+3𝑦2−15⒭2 + 16

3 𝑥2 = 16 ; or

⒧4𝑥2+3𝑦2+6𝑦−9⒭⒧4𝑥2+3𝑦2−6𝑦−9⒭ = ⒧4𝑥2+3𝑦2−9⒭2−(6𝑦)2

= ⒧4𝑥2+3𝑦2⒭2 − 18(4𝑥2 + 3𝑦2) + 81 − 36𝑦2 = ⒧4𝑥2+3𝑦2⒭2 − 30(4𝑥2 + 3𝑦2) + 225 + 48𝑥2 − 144 =
⒧4𝑥2+3𝑦2−15⒭2+3×16𝑥2−16×9.

Donc𝑀 ∈Π∩𝒯 si, et seulement si 1
9 ⒧4𝑥

2+3𝑦2+6𝑦−9⒭⒧4𝑥2+3𝑦2−6𝑦−9⒭ = 0 .

Ces deux équations définissent des ellipses :

ci-dessus : deux vues de (𝒯) et des cercles de Villarceau
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