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PT corrigé des exercices sur le calcul différentiel 2024/2025

1 Soit 𝑓 ∶ ℝ→ℝ, une fonction de classe𝒞𝑝, 𝑝 ∈ℕ∗ ; on poseΔ= (𝑥,𝑦) ∈ ℝ2,𝑥 = 𝑦 et on considère la fonction∗
𝑇 définie deℝ2 dansℝpar𝑇(𝑥,𝑦) = 𝑓(𝑥)−𝑓(𝑦)

𝑥−𝑦 si𝑥 ≠ 𝑦 et𝑇(𝑥,𝑥) = 𝑓′(𝑥).Montrer que𝑇 est de classe𝒞𝑝−1.

Indication : montrer que 𝑇(𝑥,𝑦) =
1

0
𝑓′(𝑡 𝑥+(1−𝑡)𝑦)d𝑡.

Réponse : Soit 𝑥 ≠ 𝑦, effectuons dans l’intégrale 
1

0
𝑓′(𝑡 𝑥 + (1− 𝑡)𝑦)d𝑡 le changement affine de variable

𝑢 = 𝑡𝑥+(1−𝑡)𝑦 = 1+(𝑥−𝑦)𝑡 : d𝑢 = (𝑥−𝑦)d𝑡 donc

1

0
𝑓′(𝑡 𝑥+(1−𝑡)𝑦)d𝑡 =

𝑥

𝑦
𝑓′(𝑢) d𝑢

𝑥−𝑦 = 1
𝑥−𝑦 [𝑓(𝑢)]

𝑥
𝑦 =

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑦)
𝑥−𝑦 = 𝑇(𝑥,𝑦).

On trouve directement
1

0
𝑓′(𝑡 𝑥+(1−𝑡)𝑥)d𝑡 =

1

0
𝑓′(𝑥)d𝑡 = 𝑓′(𝑥) = 𝑇(𝑥,𝑡).

Appliquons alors le théorème de dérivations d’une intégrale dépendant d’un paramètre : pour 𝑡 variant
dans [0,1], 𝑡𝑥+(1−𝑡)𝑦 décrit le segment [𝑥;𝑦].
𝑥↦𝑓′(𝑡𝑥+(1−𝑡)𝑦) est de classe𝒞𝑝−1 sur ℝ pour tout 𝑡 ∈ [0,1, et 𝜕

𝑘𝑓′(𝑡𝑥+(1−𝑡)𝑦)
𝜕𝑥𝑘 = 𝑡𝑘𝑓(𝑘+1)(𝑡𝑥+(1−

𝑡)𝑦) pour 𝑘 ∈ [[0,𝑛−1]], et 𝑡 ↦ 𝜕𝑘𝑓′(𝑡𝑥+(1−𝑡)𝑦)
𝜕𝑥𝑘 est continue sur [0,1].

Soit alors (𝑎,𝑏) ∈ ℝ, et (𝑥,𝑦) ∈ [𝑎,𝑏] ; pour tout 𝑡 ∈ [0,1], 𝑡𝑥 + (1− 𝑡)𝑦) ∈ [𝑎,𝑏]. Comme 𝑓(𝑘) est continue
sur le segment entre [𝑎,𝑏], elle est bornée, donc ∃𝑀𝑘 ∈ ℝ+,∀𝑡 ∈ [0,1],∀(𝑥,𝑦) ∈ [𝑎,𝑏]2, 𝑓′(𝑡𝑥+(1−𝑡)𝑦) ⩽
𝑀𝑘, ce qui constitue une hypothèse de domination de 𝑓(𝑘) sur [𝑎,𝑏] : ainsi les applications 𝑥 ↦ 𝑇(𝑥,𝑦) et

𝑦↦𝑇(𝑥,𝑦) sont de classe𝒞𝑛−1 sur tout segment de ℝ, donc sur ℝ, et 𝜕
𝑘𝑇
𝜕𝑥𝑘 =

1

0
𝑡𝑘𝑓𝑘+1(𝑡 𝑥+(1−𝑡)𝑦)d𝑡.

2 Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ2 par 𝑓(0,0) = 0 et 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝑥3𝑦
𝑥2+𝑦2 si (𝑥,𝑦) ≠ (0,0).∗

a) 𝑓 est-elle continue en (0,0)?
b) Montrer que 𝑓 admet en tout point des dérivées partielles que l’on déterminera. Calculer la différentielle

de 𝑓 en (0,0).
c) Montrer que 𝑓 n’est pas𝒞2 en (0,0).

Réponse :
a) Surℝ2∖{(0,0)}, 𝑓 est𝒞∞ comme rapport de deux polynômes dont le quotient ne s’annule pas. Reste

à examiner la situation en (0,0), où le quotient s’annule.
Tout d’abord, si (𝑥,𝑦) ≠ (0,0), en posant (𝑥,𝑦) = (𝑟 cos𝜃,𝑟 sin𝜃) (passage en polaires) :

𝑓(𝑥,𝑦) = 𝑟4 cos3 𝜃 sin𝜃
𝑟2 = 𝑟2 cos3 𝜃 sin𝜃 ; lim

(𝑥,𝑦)→(0,0)
𝑓(𝑥,𝑦) = 0 = 𝑓(0,0). 𝑓 est continue en (0,0).

b) Pour (𝑥,𝑦) ≠ (0,0), 𝜕𝑓
𝜕𝑥 (𝑥,𝑦) = − 2𝑥4𝑦

(𝑥2+𝑦2)2
+ 3𝑥2𝑦

𝑥2+𝑦2 = ⒧𝑥2+3𝑦2⒭𝑥2𝑦
(𝑥2+𝑦2)2

−

⒧2 cos2(𝜃)−3⒭𝑟 cos2(𝜃)sin(𝜃)

et 𝜕𝑓𝜕𝑦 (𝑥,𝑦) = − 2𝑥3𝑦2
(𝑥2+𝑦2)2

+ 𝑥3
𝑥2+𝑦2 =

(𝑥+𝑦)(𝑥−𝑦)𝑥3
(𝑥2+𝑦2)2

⒧2 cos2(𝜃)−1⒭𝑟 cos3(𝜃).

Par ailleurs, les applications partielles 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥,0) et 𝑦 ↦ 𝑓(0,𝑦) sont nulles, donc dérivables et de
dérivée nulle : 𝜕𝑓𝜕𝑥 (0,0) = 0 et 𝜕𝑓𝜕𝑦 (0,0) = 0. Alors, d’après les expressions en polaires,

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝜕𝑓
𝜕𝑥 (𝑥,𝑦) = 0 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 (0,0), et lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝜕𝑓
𝜕𝑦 (𝑥,𝑦) = 0 = 𝜕𝑓

𝜕𝑦 (0,0) : 𝑓 est de classe𝒞1 en (0,0).

c) L’expression des dérivées partielles calculées plus haut permet, en posant successivement 𝑥 = 0 et
𝑦 = 0, d’obtenir 𝜕𝑓𝜕𝑥 (0,𝑦) = 0 et 𝜕𝑓𝜕𝑦 (𝑥,0) = 𝑥. Ces expressions sont clairement dérivables et on peut

en déduire (existence et valeur) 𝜕2𝑓
𝜕𝑦𝜕𝑥 (0,0) = 0 et 𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦(0,0) = 1. Le théorème de Schwarz permet

alors d’affirmer que 𝑓 n’est pas𝒞2 en (0,0).
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3∗ a) Montrer que 𝑔 ∶ 𝑥 ↦
𝑥

0
e−𝑡2d𝑡 est de classe𝒞1 sur ℝ et calculer sa dérivée.

b) Soit 𝑓 définie sur ℝ2 par 𝑓(𝑥,𝑦) = exp ⒧𝑥2−𝑦2⒭ ; exprimer 𝐹(𝑥) = 
𝑥

0
𝑓(𝑥,𝑡)d𝑡 en fonction de 𝑔, montrer

que 𝐹 est de classe𝒞1 sur ℝ et que 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥,𝑥)+
𝑥

0

𝜕𝑓
𝜕𝑥 (𝑥,𝑡)d𝑡.

c) Généraliser cette propriété à toute fonction 𝑓 continue sur ℝ2.
Indication : poserΦ(𝑥,𝑦) =

𝑦

𝑥
𝑓(𝑥,𝑡)d𝑡, calculer sesdérivéespartielles, et remarquerque𝐹(𝑥) = Φ(𝑥,𝑥).

Réponse :

a) 𝑔 ∶ 𝑥 ↦ 
𝑥

0
e−𝑡2d𝑡 est de classe 𝒞1 sur ℝ comme primitive d’une fonction 𝒞∞, et pour tout 𝑥 ∈ ℝ,

𝑔′(𝑥) = e−𝑥2 .

b) Pour tout 𝑥 ∈ ℝ, 𝐹(𝑥) = 
𝑥

0
exp ⒧𝑥2−𝑡2⒭d𝑡 = e𝑥2

𝑥

0
e−𝑡2d𝑡 est𝒞1 comme produit de deux fonctions

𝒞1, et 𝐹′(𝑥) = e𝑥2e−𝑥2 +2𝑥e𝑥2
𝑥

0
e−𝑡2d𝑡 = 1+

𝑥

0
2𝑥e𝑥2−𝑡2d𝑡, or 𝑓(𝑥,𝑥) = 1 et 𝜕𝑓𝜕𝑥 (𝑥,𝑡) = 2𝑥e𝑥2−𝑡2 ,

donc 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥,𝑥)+
𝑥

0

𝜕𝑓
𝜕𝑥 (𝑥,𝑡)d𝑡.

c) 𝑓 est continue sur ℝ2, d’où la continuité de 𝑓(𝑥, ⋅) pour tout 𝑥 ∈ ℝ et de 𝑓(⋅, 𝑡) pour tout 𝑡 ∈ ℝ.
Soit 𝐾 = [𝑎,𝑏] un segment de ℝ contenant 0 : 𝑓 étant continue sur ℝ2, elle est bornée sur le fermé
borné 𝐾2, donc ∃𝑀 ∈ ℝ+,∀(𝑥,𝑡) ∈ 𝐾2, |𝑓(𝑥,𝑡)| ⩽𝑀 .
Alors pour tous (𝑥,𝑦) ∈ 𝐾2 et tout 𝑡 entre 0 et 𝑦, |𝑓(𝑥,𝑡)| ⩽ 𝑀 , et la fonction constante 𝑀 est inté-
grable sur𝐾 : ceci constitue ainsi une hypothèse de domination.
AlorsΦ est dérivable sur𝐾 comme fonction de 𝑥 pour tout 𝑦 ∈ 𝐾 :𝐾 étant arbitraire,Φ est dérivable
sur ℝ pour tout 𝑦 ∈ ℝ, et 𝜕Φ𝜕𝑥 =

𝑦

0

𝜕𝑓(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥 d𝑡.

Plus simplement, 𝜕Φ𝜕𝑦 = 𝑓(𝑥,𝑦). Alors 𝐹 ∶ 𝑥 ↦ Φ(𝑥,𝑥) est dérivable et 𝐹′(𝑥) = 𝜕Φ
𝜕𝑥 (𝑥,𝑥)+

𝜕Φ
𝜕𝑦 (𝑥,𝑥)

donc 𝐹′(𝑥) =
𝑥

0

𝜕𝑓(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥 d𝑡 +𝑓(𝑥,𝑥).

4 Soit les ensembles𝐾 = (𝑥,𝑦) ∈ ℝ2,0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝜋 et 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝜋 et 𝑇 = {(𝑥,𝑦) ∈ 𝐾,0 < 𝑥 < 𝑦 < 𝜋}.∗
On considère la fonction 𝐹 définie par 𝐹(𝑥,𝑦) = 𝑥(𝜋 − 𝑦) pour 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝜋 et 𝐹(𝑥,𝑦) = 𝑦(𝜋 − 𝑥) pour
0 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝜋.

a) Représenter𝐾 et 𝑇 .
b) La fonction 𝐹 admet-elle des extremums locaux sur 𝑇 ?
c) La fonction 𝐹 admet-elle un minimum sur𝐾 ? Un maximum? Si oui, déterminer leur valeur.
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Réponse :

a) 𝑇 est le triangle 𝑂𝐵𝐶 , et 𝐾 le carré 𝑂𝐴𝐵𝐶 , où
0,𝐴,𝐵,𝐶 sont les points de coordonnées respectives
(0,0), (𝜋,0), (𝜋,𝜋), (0,𝜋).

b) Pour (𝑥,𝑦) ∈ 𝑇 , 𝐹(𝑥,𝑦) = 𝑥(𝜋−𝑦) donc ∇𝐹 = (𝜋−𝑦,−𝑥) qui ne s’annule qu’en 𝐶 ∶ (0,𝜋).
𝐶 ∉ 𝑇 , donc 𝐹 n’admet pas d’extremum

c) D’après le théorème du maximum, comme𝐾 et 𝑇 sont des fermés bornés et que 𝐹 est continue sur
ℝ2, 𝐹 atteint ses extremums sur 𝐾 et sur 𝑇 .
Par symétrie par rapport à𝑦 = 𝑥 (𝐹(𝑥,𝑦) = 𝐹(𝑦,𝑥)), les
valeurs maximales et minimales sur 𝐾 sont atteintes
sur 𝐾 , donc sur la frontière de 𝑇 , puisqu’aucun point
critique n’appartient à l’intérieur de 𝑇 .
On en déduit que la valeur minimale de 𝐹 sur 𝐾 est 0,
atteinte sur la frontière du carré, et que la valeur maxi-

male de 𝐹 sur𝐾 est 𝜋
2

4 , atteinte au milieu 𝐼 du carré.

5 Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ2 par 𝑓(𝑥,𝑦) = 1
𝑥2+𝑦2−2𝑥+2 .+

a) 𝑃𝑦 ∶ 𝑥 ↦ 𝑥2+𝑦2−2𝑥+2 admet-il un minimum sur ℝ?
b) Calculer le gradient de 𝑓.
c) Montrer que 𝑓 admet un maximum global, mais pas de minimum global.

Réponse :
a) 𝑃𝑦 est un trinôme du second degré avec un coefficient dominant strictement positif. Il admet un

minimum en 𝑥 = 1.
b) ∇⃗𝑓 = −1

(𝑥2+𝑦2−2𝑥+2)2 (2𝑥−2,2𝑦).

c) 𝑓 est𝒞1 sur ℝ2.
Le seul point critique de 𝑓 est (1,0), ce qui correspond à un minimum global de 𝑃𝑦, donc à un maxi-
mum global de 𝑓.
Si 𝑓 admettait un minimum global, ce serait nécessairement un point critique, ce qui est faux.

6 Déterminer les extremums de la fonction 𝑓 définie sur ℝ2 par+

𝑓 ∶ (𝑥,𝑦)↦ 𝑥4+𝑦4−2(𝑥−𝑦)2 et donner leur nature.
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Réponse : 𝑓 est𝒞1 sur ℝ2, et ∇𝑓 = ⒧4𝑥3−4(𝑥−𝑦),4𝑦3+4(𝑦−𝑥)⒭.
Les points critiques de 𝑓 vérifient :

𝑥
3 = 𝑥−𝑦

𝑦3 = 𝑦−𝑥 ⟺𝑥
3 =−𝑦3

𝑥3 = 𝑥−𝑦 ⟺𝑥 =−𝑦
𝑥3 = 2𝑥 .

On trouve donc trois points critiques : (−√2,√2),(0,0), et (√2,−√2).
La matrice hessienne de 𝑓 est𝐻(𝑥,𝑦) = 4⒧3𝑥

2−1 1
1 3𝑥2−1⒭.

𝐻(−√2,√2) =𝐻(√2,−√2) = 4⒧5 1
1 5⒭ a pour polynôme caractéristique (𝑋 −20)2−42 = (𝑋 −16)(𝑋 −24),

donc admet deux valeurs propres strictement positives ;
(−√2,√2) et (√2,−√2) sont des minimums, de valeur −8.

𝐻(0,0) = ⒧−4 4
4 −4⒭ n’est pas inversible, ce qui ne permet pas de conclure immédiatement, mais

𝑓(𝑥,𝑦) = −2(𝑥−𝑦)2+𝑜(𝑥2+𝑦2) donc (0,0) est un maximum.

7 On étudie 𝑓 ∶ (𝑥,𝑦)↦ 𝑥2𝑦(4−𝑥−𝑦) sur Δ= (𝑥,𝑦) ∈ ℝ2,𝑥 ⩾ 0,𝑦 ⩾ 0,𝑥+𝑦 ⩽ 4.+

a) Tracer Δ.
b) Trouver tous les extremums locaux et globaux de 𝑓 sur Δ.

Réponse :

a) Δ est le triangle 𝑂𝐴𝐵, où 𝐴 ∶ (4,0),𝐵 ∶ (0,4).

b)
𝑓(𝑥,𝑦) = −𝑥3𝑦−𝑥2𝑦2+4𝑥2𝑦 donc 𝑓 est𝒞1 sur ℝ2 et
∇𝑓 = (−3𝑥2𝑦−2𝑥𝑦2+8𝑥𝑦,−𝑥3−2𝑥2𝑦+4𝑥2)

= (−𝑥𝑦(3𝑥+2𝑦−8),−𝑥2(𝑥+2𝑦−4)).
Les points critiques de Δ sont donc ceux qui vérifient 𝑥 = 0 (et alors

𝑓(𝑥,𝑦) = 0) ou bien 𝑦 = 0
𝑥+2𝑦 = 4 soit (𝑥,𝑦) = (4,0) (𝑓(4,0) = 0), ou

encore 3𝑥+2𝑦 = 8
𝑥+2𝑦 = 4 soit (𝑥,𝑦) = (2,1) (𝑓(2,1) = 4).

La frontière de Δ est la réunion de trois segments :
∗ [𝑂𝐴] : 𝑥 = 0, 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 4, 𝑓(𝑥,𝑦) = 0.
∗ [𝑂𝐵] : 𝑦 = 0, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 4, 𝑓(𝑥,𝑦) = 0.
∗ [𝐴𝐵] : 𝑦 = 4−𝑥,0 ⩽ 𝑥 ⩽ 4, 𝑓(𝑥,𝑦) = 0.

On en déduit que 𝑓 présente sur Δ
un maximum (local et global) en (2,1), de valeur 4 .

8 On pose 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝑥 ln(𝑦)−𝑦 ln(𝑥) pour (𝑥,𝑦) ∈ (ℝ+∗)2.∗
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Déterminer les extremums de 𝑓 sur (ℝ+∗)2.
Réponse : 𝑓 est de classe𝒞1 sur l’ouvert (ℝ∗+)2. On cherche donc les points fixes de 𝑓 : ils vérifient

∇𝑓(𝑥,𝑦) = (0,0), c’est-à-dire ⒧ln(𝑦)− 𝑦
𝑥 ,

𝑥
𝑦 − ln(𝑥)⒭ = (0,0).

De l’équation 𝑥
𝑦 = ln(𝑥) on tire 𝑦 = 𝑥

ln(𝑥) , puis 𝑥 ln(𝑦) = 𝑦 devient 𝑥 ln(𝑥) − 𝑥 ln(ln(𝑥) = 𝑥
ln(𝑥) , soit

ln(𝑥) ln⒧ 𝑥
ln(𝑥)⒭ = 1 (nécessairement 𝑥 > 1).

Posons alors 𝑥 = e𝑡 : l’équation devient 𝑡(𝑡 − ln(𝑡)) = 1, soit 𝛿(𝑡) = 𝑡2−𝑡 ln(𝑡)−1 = 0.
𝛿 est dérivable sur ℝ+, et 𝛿′(𝑡) = 2𝑡− ln𝑡 −1 qui reste positive ; or lim

𝑡→0
𝛿(𝑡) = −1, et lim

𝑡→+∞
𝛿(𝑡) = +∞, donc 𝛿

n’a qu’une racine réelle. On constate que 𝑡 = 1 convient. Le seul point critique de 𝑓 est (e,e).

La matrice Hessienne de 𝑓 est𝐻(𝑥,𝑦) = ⎛⎜
⎝

𝑦
𝑥2

𝑥−𝑦
𝑥𝑦𝑥−𝑦

𝑥𝑦
−𝑥
𝑦2

⎞⎟
⎠
, en particulier𝐻(e,e) = ⒧e

−1 0
0 −e−1⒭, qui admet

deux valeurs propres opposées donc (e,e) est un point-col de 𝑓.
𝑓 n’admet aucun extremum local sur (ℝ+∗)2.

9 Résoudre les équations différentielles aux dérivées partielles :+

(𝐸1) : −2𝜕𝑓𝜕𝑥 +3𝜕𝑓𝜕𝑦 = 2𝑥+2𝑦 (𝐸2) :
𝜕𝑓
𝜕𝑥 − 𝜕𝑓

𝜕𝑦 = 𝑓(𝑥,𝑦)
en utilisant le changement de variables (𝑢,𝑣) = (𝑥+𝑦,3𝑥+2𝑦).

Réponse : 𝑢 = 𝑥+𝑦
𝑣 = 3𝑥+2𝑦 soit 𝑥 = 𝑣−2𝑢

𝑦 = 3𝑢−𝑣 ; alors

𝜕𝑓
𝜕𝑥 = 𝜕𝑓

𝜕𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑥 = 𝜕𝑓

𝜕𝑢 +3𝜕𝑓𝜕𝑣 et 𝜕𝑓𝜕𝑦 = 𝜕𝑓
𝜕𝑢

𝜕𝑢
𝜕𝑦 + 𝜕𝑓

𝜕𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦 = 𝜕𝑓

𝜕𝑢 +2𝜕𝑓𝜕𝑣 , donc

−2𝜕𝑓𝜕𝑥 +3𝜕𝑓𝜕𝑦 = 𝜕𝑓
𝜕𝑢 et 𝜕𝑓𝜕𝑥 − 𝜕𝑓

𝜕𝑦 = 𝜕𝑓
𝜕𝑣 .

Alors −2𝜕𝑓𝜕𝑥 +3𝜕𝑓𝜕𝑦 = 2𝑥 +2𝑦 équivaut à 𝜕𝑓
𝜕𝑢 = 2𝑢, soit 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝑢2+𝐹(𝑣) = (𝑥+𝑦)2+𝐹(3𝑥+2𝑦) où 𝐹

est𝒞1.
𝜕𝑓
𝜕𝑥 − 𝜕𝑓

𝜕𝑦 = 𝑓(𝑥,𝑦) équivaut à 𝜕𝑓
𝜕𝑣 = 𝑓, soit 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝐺(𝑢)e𝑣 =𝐺(𝑥+𝑦)e3𝑥+2𝑦 où 𝐺 est𝒞1.

10 Trouver les fonctions 𝑓 de classe𝒞2 vérifiant 𝜕
2𝑓
𝜕𝑥2 −

𝜕2𝑓
𝜕𝑦2 = 16𝑥𝑦∗

Indication : on pourra envisager le changement de variables 𝑢 = 𝑥+𝑦,𝑣 = 𝑥−𝑦.
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Réponse : Avec le changement de variable bijectif et𝒞1 𝑢 = 𝑥+𝑦,𝑣 = 𝑥−𝑦 :
𝜕𝑓
𝜕𝑥 = 𝜕𝑓

𝜕𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑥 = 𝜕𝑓

𝜕𝑢 + 𝜕𝑓
𝜕𝑣 = 𝑓′𝑥 et 𝜕𝑓𝜕𝑦 = 𝜕𝑓

𝜕𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑦 + 𝜕𝑓

𝜕𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦 = 𝜕𝑓

𝜕𝑢 − 𝜕𝑓
𝜕𝑣 = 𝑓′𝑦 puis

𝜕
𝜕𝑥 ⒧𝜕𝑓𝜕𝑥 ⒭ =

𝜕𝑓′𝑥
𝜕𝑥 = 𝜕𝑓′𝑥

𝜕𝑢 + 𝜕𝑓′𝑥
𝜕𝑣 = 𝜕2𝑓

𝜕𝑢2 +
𝜕2𝑓
𝜕𝑢𝜕𝑣 +

𝜕2𝑓
𝜕𝑢𝜕𝑣 +

𝜕2𝑓
𝜕𝑣2 =

𝜕2𝑓
𝜕𝑢2 +2

𝜕2𝑓
𝜕𝑢𝜕𝑣 +

𝜕2𝑓
𝜕𝑣2

(Note : on a utilisé le caractère𝒞2 de 𝑓 et le théorème de Schwarz pour les dérivées croisées) ; de même,
𝜕
𝜕𝑦 ⒧

𝜕𝑓
𝜕𝑦 ⒭ =

𝜕𝑓′𝑦
𝜕𝑦 =

𝜕𝑓′𝑦
𝜕𝑢 −

𝜕𝑓′𝑦
𝜕𝑣 = 𝜕2𝑓

𝜕𝑢2 −
𝜕2𝑓
𝜕𝑢𝜕𝑣 +⒧

𝜕2𝑓
𝜕𝑢𝜕𝑣 −

𝜕2𝑓
𝜕𝑣2 ⒭ =

𝜕2𝑓
𝜕𝑢2 −2

𝜕2𝑓
𝜕𝑢𝜕𝑣 +

𝜕2𝑓
𝜕𝑣2 .

Par différence : 𝜕
2𝑓
𝜕𝑥2 −

𝜕2𝑓
𝜕𝑦2 = 4 𝜕2𝑓

𝜕𝑢𝜕𝑣 .

Par ailleurs 𝑥 = 𝑢+𝑣
2 et 𝑦 = 𝑢−𝑣

2 , donc 𝑥𝑦 = 𝑢2−𝑣2
4 donc 16𝑥𝑦 = 4⒧𝑢2−𝑣2⒭.

L’équation différentielle proposée devient alors : 𝜕2𝑓
𝜕𝑢𝜕𝑣 = 𝑢2−𝑣2, soit après intégration selon la variable 𝑢 :

𝜕𝑓
𝜕𝑣 = 𝑢3

3 −𝑣2𝑢+𝛾1(𝑣) où 𝛾1 est une fonction de classe𝒞1.

Une nouvelle intégration, cette fois par rapport à 𝑣, donne 𝑓 = 𝑢3𝑣
3 − 𝑣3𝑢

3 +𝐶1(𝑣) +𝐶2(𝑢) et finalement

𝑓(𝑥,𝑦) = 1
3 ⒧(𝑥+𝑦)

2(𝑥−𝑦)−(𝑥−𝑦)3(𝑥+𝑦)⒭+𝐶1(𝑥+𝑦)+𝐶2(𝑥−𝑦) ;

𝑓(𝑥,𝑦) = 4
3𝑥𝑦(𝑥

2−𝑦2)+𝐶1(𝑥+𝑦)+𝐶2(𝑥−𝑦).

11 On note𝑈 =ℝ2∖{(0,0)} ; on donne 𝑝 ∈ ℝ et 𝑔 ∈𝒞2(𝑈,ℝ).∗
Trouver les fonctions 𝑓 ∈𝒞2(ℝ∗+,ℝ) définies par ∀(𝑥,𝑦) ∈ 𝑈,𝑔(𝑥,𝑦) = 𝑓(𝑥2+𝑦2),

qui vérifient (𝐸) ∶ ∀(𝑥,𝑦) ∈ 𝑈, 𝜕2𝑔
𝜕𝑥2 (𝑥,𝑦)+

𝜕2𝑔
𝜕𝑦2 (𝑥,𝑦) = (𝑥2+𝑦2)𝑝.

Réponse : Avec 𝑔(𝑥,𝑦) = 𝑓(𝑥2+𝑦2), 𝜕𝑔𝜕𝑥 = 2𝑥𝑓′(𝑥2+𝑦2) et 𝜕𝑔𝜕𝑥 = 2𝑦𝑓′(𝑥2+𝑦2), puis 𝜕
2𝑔
𝜕𝑥2 = 2𝑓′(𝑥2+𝑦2)+

4𝑥2𝑓″(𝑥2+𝑦2) et 𝜕
2𝑔
𝜕𝑦2 = 2𝑓′(𝑥2+𝑦2)+4𝑦2𝑓″(𝑥2+𝑦2).

Donc (𝐸) équivaut à 4𝑓′(𝑥2 + 𝑦2) + 4(𝑥2 + 𝑦2)𝑓″(𝑥2 + 𝑦2) = (𝑥2 + 𝑦2)𝑝, soit par changement de variable
𝑡 = 𝑥2+𝑦2 : 4𝑓′(𝑡)+𝑡𝑓″(𝑡) = 𝑡𝑝.
En posant ℎ = 𝑓′, on se ramène à (𝐹) : 𝑡ℎ′+ℎ = 𝑡𝑝.

∗ La solution générale de l’équation homogène (𝐹ℎ) ∶ 𝑡 ℎ′+ℎ = 0 est ℎ0(𝑡) =
𝐶
𝑡 .

∗ Cherchons une solution particulière polynomiale de (𝐹) :

ℎ1(𝑡) =
𝑝

𝑘=0

𝑎𝑘𝑡𝑘 ; alors 𝑡ℎ′
1+ℎ1 =

𝑝

𝑘=0

(𝑘𝑎𝑘+𝑎𝑘)𝑡𝑘 =
𝑝

𝑘=0

(𝑘+1)𝑎𝑘𝑡𝑘. ℎ1(𝑡) =
𝑡𝑝
𝑝+1 convient.

On trouve alors ℎ(𝑡) = 𝐶
𝑡 +

𝑡𝑝
𝑝+1 , puis 𝑓(𝑡) = 𝐶 ln |𝑡|+ 𝑡𝑝+1

(𝑝+1)2 .

Finalement, 𝑔(𝑥,𝑦) = 𝐶 ln(𝑥2+𝑦2)+ 1
𝑝+1(𝑥

2+𝑦2)𝑝+1, 𝐶 ∈ ℝ

12 Soit le changement de variables défini par 𝜙(𝑥,𝑦) = (𝑢,𝑣) = (𝑥2+𝑦2,2𝑥𝑦).∗∗
a) Montrer que 𝜙 définit une application bijective de classe𝒞1 deΩ= (𝑥,𝑦) ∈ ℝ2,𝑥 > 𝑦 dans

𝑉 = (𝑢,𝑣) ∈ ℝ2,𝑢 > |𝑣|.
b) Soit 𝑓 de classe𝒞1 tel que 𝑓 = 𝑔 ∘𝜙.

Montrer que 𝑓 vérifie 𝑦𝜕𝑓𝜕𝑥 (𝑥,𝑦)−𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑦 (𝑥,𝑦) = 2(𝑦2−𝑥2)𝑓(𝑥,𝑦) si, et seulement si,𝑔 vérifie une équation

aux dérivées partielles à déterminer.
c) Résoudre cette équation et en déduire 𝑓.
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Réponse :
a) Soit (𝑢,𝑣) ∈ ℝ2,𝜙(𝑥,𝑦) = (𝑢,𝑣) si et seulement si

𝑥
2+𝑦2 =𝑢(1)

2𝑥𝑦 = 𝑣(2) soit 𝑢+𝑣 = (𝑥+𝑦)2(1)+(2)
𝑢−𝑣 = (𝑥−𝑦)2(1)−(2) ,

puis, comme 𝑢 > |𝑣| (donc 𝑢+𝑣 > 0 et 𝑢−𝑣 > 0), et en considérant la condition 𝑥 > 𝑦 :

𝑥+𝑦 = 𝜀√𝑢+𝑣
𝑥−𝑦 =√𝑢−𝑣 avec 𝜀 = signe(𝑥+𝑦) ∈ {−1,1}.

Finalement 𝜙(𝑥,𝑦) = (𝑢,𝑣)⟺(𝑥,𝑦) = ⒧𝜀√𝑢+𝑣+√𝑢−𝑣,𝜀√𝑢+𝑣−√𝑢−𝑣⒭
Ainsi 𝜑 est bijective deΩ sur𝑉 ; par ailleurs, elle est clairement𝒞1 surΩ.

b) D’après la règle de la chaîne :
𝜕𝑓
𝜕𝑥 = 𝜕𝑔

𝜕𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥 + 𝜕𝑔

𝜕𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑥 = 2𝑥𝜕𝑔𝜕𝑢 +2𝑦𝜕𝑔𝜕𝑣 et

𝜕𝑓
𝜕𝑦 = 𝜕𝑔

𝜕𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑦 + 𝜕𝑔

𝜕𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦 = 2𝑦𝜕𝑔𝜕𝑢 +2𝑥𝜕𝑔𝜕𝑣 .

Par différence : 𝑦𝜕𝑓𝜕𝑥 −𝑥𝜕𝑓𝜕𝑦 = 2(𝑦2−𝑥2)𝜕𝑔𝜕𝑣 , donc (𝐸)⟺ 𝜕𝑔
𝜕𝑣 = 𝑔.

c) Pour résoudre 𝜕𝑔𝜕𝑣 = 𝑔, on procède par analogie avec l’équation ordinaire 𝑦′ = 𝑦, en posant𝑔(𝑢,𝑣) =

𝐾(𝑢,𝑣)e𝑣 ; alors 𝜕𝑔𝜕𝑣 −𝑔 = 𝜕𝐾
𝜕𝑣 e𝑣 −𝐾e𝑣 −𝐾e𝑣 = 𝜕𝐾

𝜕𝑣 e𝑣 donc 𝜕𝑔
𝜕𝑣 = 𝑔 équivaut à 𝜕𝐾

𝜕𝑣 = 0 sur l’ouvert
convexe 𝑉, c’est-à-dire𝐾 =𝐶(𝑢), où 𝐶 est une fonction de classe𝒞1.
Finalement 𝑔(𝑢,𝑣) = 𝐶(𝑢)e𝑣 et 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝐶(𝑥2+𝑦2)e2𝑥𝑦.
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