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PT exercices sur les équations différentielles 2024/2025

feuille No 12
1 Résoudre les équations différentielles cos(𝑥)𝑦′+ sin(𝑥)𝑦 = sin(2𝑥) et cos(𝑥)𝑦′− sin(𝑥)𝑦 = 1.+

•
2+ a) Soit 𝜆 ∈ ℝ ; résoudre l’équation différentielle de la variable 𝑥 : 𝑥𝑦′−(1+𝜆)𝑦 = 0.

b) Soit 𝜑 ∶ ℝ[𝑋] ⟶ ℝ[𝑋]
𝑋 ⟼ 𝑋𝑃 ′−𝑃

Déterminer les éléments propres de 𝜑.
•

3 Résoudre l’équation différentielle : 𝑡 𝑦 ′−(𝑡 +1)𝑦 = 𝑡2−𝑡3 avec la condition initiale 𝑦(1) = 0.+
Retrouver ce résultat en cherchant les solutions DSE.

•
4 On considère l’équation différentielle sur ℝ∗+ : (𝐸) : 𝑦′′+𝑦= 1

𝑥 .∗∗

a) Montrer que la fonction 𝐹 définie par 𝐹(𝑥) = 
+∞

0

e−𝑥𝑡
1+𝑡2 d𝑡 est continue sur ℝ+, de classe 𝒞2 sur ℝ∗+, et

est une solution de (𝐸).
Montrer que lim

𝑥→+∞
𝐹(𝑥) = 0.

b) Montrer que, pour tout 𝛼 ∈ ℝ∗+, 𝐺𝛼 ∶ 𝑥 ↦ sin𝑥
𝑥

𝛼

cos𝑡
𝑡 d𝑡 − cos𝑥

𝑥

𝛼

sin𝑡
𝑡 d𝑡 est solution de (𝐸) ; montrer

que 𝐺𝛼(𝑥) =
𝑥

𝛼

sin(𝑥−𝑡)
𝑡 d𝑡.

c) En admettant la convergence de 𝐺 ∶ 𝑥 ↦ 
𝑥

+∞

sin(𝑥−𝑡)
𝑡 d𝑡, montrer que 𝐺 est une solution de (𝐸), et à

l’aide d’un changement de variable, que 𝐺(𝑥) =
+∞

0

sin𝑢
𝑢+𝑥d𝑢.

d) Montrer que, pour tout 𝑥 ∈ ℝ+, 𝐹(𝑥) = 𝐺(𝑥).

•
5 Soit (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ la suite définie par 𝑎0 = 𝑎1 = 1 et 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛+

2
𝑛+1𝑎𝑛−1.∗

a) Montrer que 1 ⩽ 𝑎𝑛 ⩽𝑛2 pour tout 𝑛 ∈ℕ∗.
En déduire le rayon de convergence 𝑅 de la série entière 

𝑛⩾0
𝑎𝑛𝑥𝑛.

b) Montrer que sur ]−𝑅,𝑅[, la somme 𝑆(𝑥) =
+∞

𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛 vérifie l’équation différentielle

(1−𝑥)𝑦′−(1+2𝑥)𝑦 = 0.
c) En déduire une expression de 𝑆 à l’aide des fonctions usuelles, puis de 𝑎𝑛 comme une somme.

6 Soit 𝜃 ∈ ℝ, on considère la série entière 𝑆(𝑥) = 
𝑛⩾0

sin(𝑛𝜃)
𝑛! 𝑥𝑛.+

a) Déterminer le rayon de convergence de 𝑆.
b) Montrer que 𝑆 est solution de l’équation différentielle 𝑦′′−2cos𝜃𝑦′+𝑦= 0 et en déduire 𝑆(𝑥).

•
7 Soit (𝑎,𝑏) ∈ ℝ2, 𝑎 ≠ 0.+

Déterminer les solutions de l’équation différentielle (𝐸) ∶ 𝑦′′+4𝑦 = 𝑎|𝑡|+𝑏 sur ℝ∗+ et ℝ∗−.
Montrer que, pour des conditions initiales𝑦(𝑡0) = 𝑣0,𝑦′(𝑡0) = 𝑑0, il existe une seule solution de (𝐸) qui vérifie
ces conditions initiales et qui est de classe𝒞2 sur ℝ.

•
8 Déterminer les solutions développables en série entière de (𝐸9) ∶ 𝑡(1−𝑡)𝑦′′+𝑡𝑦′−𝑦= 0, ainsi que leur rayon+

de convergence.
Existe-t-il d’autres solutions de (𝐸9)? Achever la résolution de (𝐸9).
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9 Soit 𝑣 une fonction de classe𝒞2 vérifiant (𝑢𝑣)′′ =𝑢′′𝑣′′ avec 𝑢(𝑡) = 𝑡𝑝, 𝑝 ∈ℕ,𝑝 ⩾ 2.∗∗
Expliciter l’équation différentielle vérifiée par 𝑣 et en chercher les solutions développables en série entière.
Obtient-on ainsi toutes les solutions?

•
10∗ a) Résoudre sur ] − 1,1[ l’équation (𝐸) ∶ (1 − 𝑡2)𝑦′′ −3𝑡𝑦′ −𝑦 = 𝑡

√1−𝑡2
, sachant que 𝑦1(𝑡) =

1
√1−𝑡2

est

solution de l’équation sans second membre.
b) Déterminer les solutions développables en série entière de l’équation homogène

(𝐸ℎ) ∶ (1−𝑡2)𝑦′′−3𝑡𝑦′−𝑦= 0, et en déduire un développement en série entière de arcsin(𝑡)
√1−𝑡2

.

•
11 Résoudre 4(1−𝑥2)𝑦′′−4𝑥𝑦′+𝑦= 0 sur ]−1,1[ en utilisant un changement de variable 𝑥 = sin𝑡.∗

Indication : Exprimer d𝑦
d𝑥 et d2𝑦

d𝑥2 en fonction de cos(𝑡),sin(𝑡), d𝑦
d𝑡 , d2𝑦

d𝑡2 et écrire l’équation différentielle en
fonction de la variable 𝑡 et de l’expression 𝑦 (en fait 𝑦(𝑥)).
En déduire que les fonctions 𝑥↦ cos⒧arcsin𝑥2 ⒭ et 𝑥↦ sin⒧arcsin𝑥2 ⒭ sont développables en série entière sur
]−1;1[.

•
12 On considère l’équation différentielle 4𝑡𝑦′′+2𝑦′−𝑦= 0.∗

a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la suite (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ pour que 𝑦(𝑡) =
+∞

𝑛=0

𝑎𝑛𝑡𝑛 soit une

solution de (𝐸).
Déterminer une solution 𝑢 de (𝐸) développable en série entière, telle que 𝑢(0) = 1.
On fournira une expression explicite de 𝑢(𝑡) pour 𝑡 ⩾ 0, et une expression pour 𝑡 ⩾ 0.
Toutes les solutions de (𝐸) sont-elles développables en série entière?

b) Pour 𝑡 > 0, montrer que 𝑦(𝑡) = ch ⒧√𝑡⒭𝑧(𝑡) est solution de (𝐸) si, et seulement si, 𝑧′ est solution d’une
équation du premier degré que l’on précisera.

c) Résoudre (𝐸) sur ℝ∗+ à l’aide du changement de variable 𝑡 = 𝑥2.
exercice 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1er ordre X X X X
2nd ordre X X X X X X X X

séries entières X X X X X X X X
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