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PT exercices sur les équations différentielles 2024/2025

feuille N° 12
Résoudre les équations différentielles cos (x) y' +sin (x) y = sin(2x) et cos (x) y' —sin(x)y = 1.

]
a) Soit A € R; résoudre I'équation différentielle de la variable x : xy'-(1+A)y=0.
b) Soit ¢: R[X] — R[X]
X — XP'-P
Déterminer les éléments propres de ¢.

[ ]
Résoudre I'équation différentielle : t y' — (¢ + 1)y = t? — 3 avec la condition initiale y(1) = 0.
Retrouver ce résultat en cherchant les solutions DSE.

1
E On considere I'équation différentielle sur R: : (E): y" +y = —.
x
+oo @ Xt
a) Montrer que la fonction F définie par F(x) = f thdt est continue sur R,, de classe €2 sur R*, et
0
est une solution de (E).

Montrer que lim F(x)=0.
X—+00

* . * cost ¥ sint .
b) Montrer que, pour tout a € R}, G, : x — sinx Tdt —CcosXx Tdt est solution de (E); montrer
a a
sin(x —t)

t

X
que G,(x) = f dr.
a

* sin(x—1¢ . N
¢) En admettant la convergence de G : x — f %dt, montrer que G est une solution de (E), et a
+00
*oo sinu d
u.

l'aide d'un changement de variable, que G(x) = f
o u+x

d) Montrer que, pour tout x € R,, F(x) = G(x).

. . PP 2
@ Soit (a,,) ,en 1a suite définie paray = a, =leta,,, =a, + Ta”_l'
n

a) Montrer que 1 < a,, < n? pour tout n € N*.
En déduire le rayon de convergence R de la série entiere Y a,x".

n=0

+00
b) Montrer que sur | — R, R[, la somme S(x) = }_ a,x" vérifie I'équation différentielle
n=0

1-x)y'-(1+2x)y=0.
¢) En déduire une expression de S al'aide des fonctions usuelles, puis de a,, comme une somme.
sin (n6
@ Soit § € R, on considere la série entiere S(x) = )_ Lx".

!
n=0 n.
a) Déterminer le rayon de convergence de S.

b) Montrer que S est solution de I'équation différentielle y” —2cos6y’ + y = 0 et en déduire S(x).

Soit (a,b) e R?, a 0.
Déterminer les solutions de ’équation différentielle (E) : y" + 4y = a|t| + b sur R} et R*.

Montrer que, pour des conditions initiales y(,) = vy, y'(t,) = dy, il existe une seule solution de (E) qui vérifie
ces conditions initiales et qui est de classe €2 sur R.

Déterminer les solutions développables en série entiére de (Eq) : £(1—1t)y” +t y' —y =0, ainsi que leur rayon
de convergence.

Existe-t-il d’autres solutions de (Egy) ? Achever la résolution de (Eg).
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* % @ Soit v une fonction de classe € vérifiant (uv)” = u"v" avec u(t) = t?, pe N,p = 2.

Expliciter I'équation différentielle vérifiée par v et en chercher les solutions développables en série entiere.
Obtient-on ainsi toutes les solutions?

* a) Résoudre sur | —1,1[ 'équation (E) : (1 -t2)y" -3ty —y =

solution de I’équation sans second membre.

1
———, sachant que y,(f) = ———— est
2

1-t¢

V1-1t2

b) Déterminer les solutions développables en série entiére de 1’équation homogéne

(Ep):(1-t)y" —3ty' -y =0, et en déduire un développement en série entiére de

arcsin (t)
1-1¢2

* Résoudre 4(1 — x?)y" —4xy' +y = 0sur ] - 1,1[ en utilisant un changement de variable x = sint.

2

dy  d%

Indication : Exprimer ar et —

fonction de la variable ¢ et de I'expression y (en fait y(x)).

L . arcsin x
En déduire que les fonctions x — cos | ———

1-1;1].

x  dx?

en fonction de cos(t), sin(z),

et x — sin

dy d

2

——, —= et écrire I'équation différentielle en
dr’ de? d

(arcsin X )

sont développables en série entiére sur

* On considere I'équation différentielle 47 y” + 2y’ —y = 0.

+00

a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la suite (a,,) .y pour que y(1) = Y_ a,t" soit une

solution de (E).
Déterminer une solution u de (E) développable en série entiere, telle que u(0) = 1.

n=0

On fournira une expression explicite de u(t) pour t =0, et une expression pour t = 0.
Toutes les solutions de (E) sont-elles développables en série entiere ?

b) Pour ¢ > 0, montrer que y(t) = ch (\/;) z(t) est solution de (E) si, et seulement si, z’ est solution d’'une
équation du premier degré que l'on précisera.

c) Résoudre (E) sur R} al'aide du changement de variable ¢ = x?.

| exercice [[1]2[3[4]5[6][7[8][9[10]11]12]
1¢f ordre X | X | X X
2" ordre X X[X[IX[X|X][X]X
séries entieres X X | X X[ X[ X | X | X
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