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Maths — PT  corrigé des exercices sur les équations différentielles Lycée Mandela 2024/2025

PT corrigé des exercices sur les équations différentielles 2024/2025

Résoudre les équations différentielles cos (x) y' + sin (x) y = sin(2x) et cos (x) y' —sin(x)y = 1.

T T
Réponse : on résout les deux équations sur un intervalle ol1 cos (x) # 0, donc Ip = ] = + pm, P +pn [

* :cos(x)y’ +sin(x)y =sin(2x)
Résolution de I'équation homogeéne cos (x) y' +sin(x)y = 0.

—sinx . , . N . . -
f dx =1In|cos x|, donc les solutions de I'équation homogene forment une droite vectorielle dirigée
COS X

par u(x) = cosx.
Méthode de variation des constantes : on pose y = k.u, donc y' = uk’ + k'u et cos(x)y' +sin(x)y =
sin (2x)

cos (x)u.k’ + (cos (x) u' +sin(x) u)k = cos? (x)k'; I'équation s’écrit donc k' = 02 () =2tan(x).

k(x) = —2In|cosx| convient, ce qui donne une solution particuliére y,(x) = —2In| cos x| cos x.

Lensemble des solutions de cette équation sur I, est ‘ y(x)=Ccosx —2In|cosx|cosx,C €R. ‘

*:cos(x)y —sin(x)y=1
Résolution de 'équation homogene cos (x) y' —sin (x) y = 0.

sinx . , . N . . s
f dx = —In|cos x|, donc les solutions de I’équation homogéne forment une droite vectorielle dirigée
COS X

par u(x) = .
08X
Méthode de variation des constantes : on pose y = k.u, donc y' = uk’ + k'u et cos(x)y' +sin(x)y =

cos (x)u.k' + (cos(x) u' +sin(x) u)k = k'; 'équation s'écrit donc k' = 1.

k(x) = x convient, ce qui donne une solution particuliere y,(x) = .
cosx

C+x
Lensemble des solutions de cette équation sur I, est | y(x) = ——,C€eR.
COSX

a) Soit A € R; résoudre I'équation différentielle de la variable x : xy'—=(1+A)y=0.
b) Soit ¢: R[X] — R[X]

X — XP'-P
Déterminer les éléments propres de ¢.

Réponse:

a) xy' —(1+ A1)y =0 estlinéaire homogene du premier ordre. On la résout sur un des intervalles R} ou
R*. Les solutions forment une droite vectorielle dirigée par u : t — exp (1 + A)In|x| = |x|'*.

b) ¢ est un endomorphisme de R[X], dont les vecteurs propres [associés a la valeur propre 1] vérifient
XP' —P=APsoitxP' =(1+A)P.
Cette égalité ne peut définir un polynéme que si1+ A € N, donc A € [[-1, +oo]].

Finalement | Sp (¢) = [[-1, +oo[[ et E;(¢) = {C.X"*},C e R} |

Résoudre I'équation différentielle : £y’ — (¢ + 1)y = t* — > avec la condition initiale y(1) = 0.

Retrouver ce résultat en cherchant les solutions DSE.
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Réponse : Les intervalles de résolution de I'équation sont I; =] — 00, 0[ et I, =]0, +oo],
Résolvons d’abord I'équation homogene associée : (2 —1)y' —ty = 0.
. ) y' o ot+1 1, d . .

En écrivant (au brouillon) : 7 == 1+ " puis(In|y|) = 4 (t+1Int)|, on obtient une solution non
nulle de I'équation homogene : u(t) = re’ sur I, et L.

Les solutions de 1'équation homogene forment une droite vectorielle dirigée par u.

On peut essayer de résoudre I'équation complete par la méthode de variation de la constante, en cherchant une
solution sous la forme y = C.u, ot C est €' sur I, k € {1,2,3}.

Alors ty'—=(t+1)y =t(C'u+Cu)—(t+1)Cu=tuC' +(tC'—(t+1)C)u = tuC’, donc I'équation compléte
se rameéne a t?e”'C'(t) = t* — 3, puis C'(¢) = (1 — t)e™" sur les deux intervalles.
Une intégration par parties donne une primitive de ¢ — (1 — #)e™" sous la forme te
solution particuliére y, :  — t2.

L'ensemble des solutions sur I, est alors |t — t>+Cte’.

ty —(t+1)y=t2 —t3

=0

, correspondant a une

4_

+00 +00 +00 +00 +00
Posonsy(£) = Y. a,t",alorsy' ()= Y na,t",-ty(t)= Y -a,t""'=Y -a, tnet-y(t)=) —a,t" =
n=0 n=1 n=0 n=1 n=0

+00 +00
—ag+ ) a,t"doncty'—(t+1)y=-ay+ ) ((n-1)a, —a,_,)t", doncl'équation équivaut a —a, =0, —a, —
n=0 n=1
a
ay=0,a,—a,=1,2a;—a, =-1et(n-1)a,—a,_, =0 pour n = 3. On trouve ay, a, =1+ a,, a; = ?1 et

00 n
ap-1

n-1

a, = pour n =3 donc a,, = =t2+te’.

% our n = 3. Finalement y = t?> + a 3
(n—1) Pour = y=8ra LT

1
E On considere I'équation différentielle sur R : (E) : y" +y = —.
X
+00 e—Xt
a) Montrer que la fonction F définie par F(x) = f thdt est continue sur R,, de classe € sur R, et
0

est une solution de (E).
Montrer que lim F(x)=0.
X—+00

. . * cost X sint .
b) Montrer que, pour tout @ € R}, G, : x — sinx Tdt —Ccosx Tdt est solution de (E); montrer

a a

X sin(x—t
que G, (x) =f (—)dt.
a t
* sin(x —t) . .
¢) En admettant la convergence de G : x — fdt, montrer que G est une solution de (E), et a
+00
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' ) . *o sinu
l'aide d’'un changement de variable, que G(x) = f " du.
0o u+x

d) Montrer que, pour tout x € R,, F(x) = G(x).

a)

b)

d)

Réponse :

—-xt

e
Posons f(x,t) = a2 Alors f(-,t): x — f(x,t) est €2 pour tout ¢ fixé dans R, et
af B _te—xt' 62f _ t2e—xt

Ox 1+12 0x2 1+t2°

of 0°

a—(x, t)ett — ﬁ(x, t) sont continues sur R, pour tout x > 0.
x G

1
Pourtout (x, ) € (R,)?, |f(x,1)| < 32 fonction intégrable sur R, ce qui constitue une hypothése

Les applications ¢t — f(x,t),t —

de domination . Donc F est continue sur R, .

) . 6f te—xt e—at
Pour tous (a,b) € R°, b > a > 0, soit K = [a, b]; alors V(x,t) € K xR,, i =——< —et
X

1+¢t2 2
or

0x?

t2e—xt

=1 < e™*, ce qui constitue des hypothéses de domination pour les dérivées partielles.

+oo p2g=X1
Ainsi F est € sur tout segment de R*, donc sur R%, et F"(x) = f mdt donc
0

+00 (1 4 ¢2)e™*t
1+ ¢2

+o00o 1 1
F"(x)+F(x)=f0 dt=f0 e‘“dtz;. F est solution de (E):y”+y=)—c |

. . * cost *sint P " *
Puisque G, (x) = sinx Tdt —COoSX Tdt, G, est indéfiniment dérivable sur R} et

a a
X sinx Xcost . Xsin ¢
—COSX—— =COSX Tdt+smx Tdt
X

a a

Xcost . xsin ¢ . cos
G(’x(x):cosxf —dt+s1nxf ——dt +sinx
a a I
donc

. X cost Y sin ¢ sinx . sinx 1
G,'(x) = —smxf Tdt + cosxf Tdt + cosx—— + sinx—— = —Gy(x) + —.
X X X

a a

1
G, estsolutionde (E):y" +y = pl

Comme sin(x — ) = sinx cost — cosxsin ¢, en divisant par ¢ et en intégrant entre a et x : G,(x) =

fx sin (x — t)dt

a t

1
Puisque G,"(x) + G,(x) = e la convergence de l'intégrale G, (x) entraine celle de G,"(x), donc de

X cost X osint
f ; dr et f Tdt' Soit par passage a la limite (¢ — +00), soit par un calcul analogue a celui
+00 +00

de la question précédente, ‘ G est une solution de (E) ‘

Pour x fixé, effectuons alors dans G le changement de variable u = ¢ — x, de [x, +oo[ dans [0, +oo] :
+oo sin (¢ — x) +00 sinu
G(x) =f —=dt =f —du.
x t 0 u+x
Puisque G est un reste d’'intégrale convergente, liIP G(x) = 0. Puisque G et F sont deux solutions
X—+00
de (E), G — F est solution de I’équation homogene y” + y = 0, donc il existe deux réels a et b tels
que Vx € R,, G(x)—F(x) = acosx + bsinx; mais liIP G(x) — F(x) = 0, donc nécessairement
X—+00

a=b=0et .

. . PP 2
@ Soit (a,,) ey la suite définie paray =a, =leta,,, =a,+ —a,_;.

n+1

a) Montrer que 1 < a,, < n? pour tout n € N*,

En déduire le rayon de convergence R de la série entiere Y a,x".

n=0

+00

b) Montrer que sur | — R, R[, lasomme S(x) = }_ a,x" vérifie I'équation différentielle

n=0

(1-x)y'-(1+2x)y=0.
¢) En déduire une expression de S al'aide des fonctions usuelles, puis de a,, comme une somme.
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Réponse:

a) Montrons par récurrence double sur n € N* que 1 < a,, < n%.

2
La propriété est vraie pour n =1 et n =2, puisque a, = 1 + 51 =2<22,

. 2
Supposons la vraie auxrangs n et n—1:alors a,,, = a, = 1,donca,,,,—(n+1)? = a,—n*+ .

2
2n-1 san—n2+T(2n2—4n+2—2n2—3n—1)<
n
Donc le rayon de convergence R de la série entiere )  a,x" estintermédiaire entre ceux de ) _

Z n’x", qui valent tous les deux 1. .

n=0

+00
En dérivant cette égalité sur ]| - R,R[:2 ) a,_,x" = (1-x)f'(x) - f(x);

2
b) Multiplions par x"*! I'égalité a,,,, = a, + —— i a,_;, puis sommons I'égalité obtenue pour n =
n
+00 2
Y apx"t = Z a,x" + Z ——a,_;x"*" soit
=1 n+1
> 2 1 1 1
X1 = Y, @y x™ = ¥ a1 = f(x)=1-x - x(F(x) 1) = (1= x)f(x) -1
n=11+ 1 n=1 n=1

ap-1—

x" et

n=0 n=0

1:

n=1
+00
or ) a, x"=x Z a,_x"!' = x f(x), donc ’ @Cx+1)f(x)=(1-x)f"(x) ‘
n=1 n=1
1+2x 3-2(1-¢ 3 1+2x
¢) Sur 'un des intervalles | — 0o, 1[ et |1, +oo[, ; = 1( . ) B 2 doncf dx =
— x [— f— f—
-3In|l1—x|-2x+cte
Donc l'ensemble des solutions de I'équation (1—x)y’—(1+2x)y = 0 est une droite vectorielle dirigée
—2x —2%
e e
par u(x) = ———. La seule solution de cette équation qui vérifie y(0) =1 est |S(x)= —— |
(1 —-x)? (1-x)°
wn+1)(n+2 o (-2)"x"
Comme 5= 2 (n )( ) x"ete =3y u, donc en utilisant un produit de Cau-
(1 x) n=0 n=0 n!
= (-2)*
chy:S(x)= ) a,x" avec |a, = Z ——(n-k+1)(n-k+2).
n=0 k=0 2k!
in(n6
@ Soit 6 € R, on considere la série entiere S(x) = }_ Mx"
n=0 n:

a) Déterminer le rayon de convergence de S.
b) Montrer que S est solution de I'équation différentielle y” — 2 cos@y’ + y = 0 et en déduire S(x).

Réponse :
a) Pourtoutn €N,

—.Lerayon de convergence de S est supérieur aceluideexp x =
n

donc vaut R = oo.
b) S estdonc € surR, etS"(x)—2cosfS'(x)+S(x)

+00 +00 of 0
=Y %sm(n@)x" 2_2cosh Z nﬁsm(ne)x” T+ %x"
n=2 8 n=2 n=0 8

_ D sin(n@)xn_2 = ZCosesin(n@)xn_1 f sin(n@)xn
n=2 (I’l—Z)' n=2 (n_l)! n=0 n!
0 sin (n0) -2 t® 2cosfsin(nf) , , = sin(nG)xn

=2 - )

n=0 (n 2)' n=2 (I’L—l)! n=0 n!

n
+00x

=on!’
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Réponse: S"(x)—2cos0S'(x)+S(x) = Jio (sin((n +2)0) +sin(n0) —2cosfsin((n +1)0)) %r:

n=0
¢) Orsin((p +1)0)+sin((p —1)0) = 2cosBsin (ph) donc finalement
‘ S"(x)—2cos0S'(x)+S(x)=0

Léquation caractéristique de y”" —2cosfy' +y =0, r* —=2cosOr + 1 = 0, a pour racines e’ et e .
Donc les solutions de I'équation forment le plan vectoriel A exp (xe'®) + pexp (xe ) sur C, avec
(A, i) € C? soit (en prenant u = 1) : €*°°Y (A cos (x sinf) + Bsin (x sinf)).

. . —i
Les conditions initiales $(0) = 0, S'(0) = sinf donnent A = —p ete A +e~ %y = sinf soit A =7 = >

et finalement : | S(x) = e***?sin (xsinf) |.

Soit (a,b) e R?, a 0.

Déterminer les solutions de ’équation différentielle (E) : y" + 4y = a|t| + b sur R} et R*.

Montrer que, pour des conditions initiales y(,) = vy, y'(t,) = dy, il existe une seule solution de (E) qui vérifie
ces conditions initiales et qui est de classe €2 sur R.

Réponse : Lensemble des solutions de 1'équation homogene y” + 4y = 0 est un plan vectoriel (¢ —
cos(2t),t — sin(2t)).

1 t
y" +4y =1 a une solution constante 7 et y" + 4y = r a une solution polynomiale de degré 1 o

at+b
Sur R, y" + 4y = a|t| + b qui s’écrit y” + 4y = at + b admet pour solution particuliére (principe
de superposition des solutions); 'ensemble des solutions de (E) sur R} est donc A, cos(2¢) + B, sin(2t) +

at+b
T (Ag,By) € R?.

at +
surR*, y" +4y = a|t| + b qui s’écrit y” —4y = —a t + b admet pour solution particuliére

—at+b
des solutions de (E) sur RZ est donc A, cos(2¢) + B, sin(2¢) + — (Ag,Bg) € R2.

Par comparaison des deux développements limités :

t+b b
Ay cos(2t) + Bysin(2t) - L2 = (Ad _ Z) + (ZBd - %) — 24,4t + o(1?) (pour ¢ > 0) et

b
; 'ensemble

t-b b
Ag cos(21) + Bg.sin(2t) + a Yo (Ag - Z) + (2Bg + %) —2A,t% + o(1?) (pour £ <0).

on trouve une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution de classe €2 sur R: A, = Ag et

a a . a
ZBd—Z :2Bg+Z'SOItAd:Ag eth—Bg = —.

Les conditions initiales permettent de fixer le couple (A4, B,) si #, > 0 et (Ag, Bg) si £, <0, ce qui aboutit a
une solution unique de classe €2 sur R.

/ \ 1.5 A
/ \ 1.0 -

!
/ \ 0.5 1
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Déterminer les solutions développables en série entiere de (Eq) : t(1—t)y"” +ty'—y = 0, ainsi que leur rayon

de convergence.
Existe-t-il d’autres solutions de (Eq) ? Achever la résolution de (E,).

Réponse : On résout bien stir (E) sur | —o0,0[, ou |0, 1[, ou encore |1, +oo].

+00 +00 +00 +00
Avecy(1) =) a,t",y'(t)= ) na,t" ', doncry'(t)=-) -na,t"=-) na,t",
n=0 n=1 n=0

=0
+00 ’:—OO
y'(t)=Y n(n-1a,t"?=) (n+2)(n+1)a,,,t" etenfin
=2 =2
" +00 " +00
-t*y"(6)=- Y n(n-1a,t" =Y -n(n-1a,t".
n=2 n=2

+00
t(1-0)y"+ty'-y=) (-1+n-n(n-1))a, +n(n+1)a,,,)t" puis

n=0

+00
t(1-0)y"+ty' -y =Y (-(n-1)*a, +n(n+1)a,,,), donc I'équation différentielle équivaut a a, = 0 et
n=0

~(n-1)*
n(n+1) e
En particulier, avec n = 1, on trouve a, = 0 donc par récurrence sur n = 2 : a,, = 0. Les solutions somme de
séries entieres sont donc des polynomes de degré < 1, et de rayon de convergence infini. On trouve que les
solutions DSE sont ‘ multiplesde u: t — t. ‘
Comme 'ensemble des .# de solutions de (E) est un espace vectoriel de dimension 2, il y a une infinité de
solutions dans . ~ Vect (u).
Pour les trouver, posons y(t) = tz(t) : y'(¢) = t 2'(¢) + z(t) et y"(¢) = t 2"(¢) + 22'(¢), donc

t(1=0)y" () +ty' () —y(t) = t22"(t)+2t2'(t) - 32" () +2t22 () + 22/ () + t Z'(¢) — t 2(¢)

= > (1-0)z2"(t)+t(2-1)Z'(1)

En posant w(t) = z'(t), on est ramené a I’équation linéaire homogene du premier ordre (1 — t)w'(t) + (2 -
Hw(t)=0.

VneN*, a,, =

-2 -2 1 1-¢
Comme f dt = | — — ——dt = -2Int +In|1 - ¢|, on trouve que w(t) = C;,——, donc z(t) =
t(1-1) t 1-t 12

-1
C, (T —ln|t|) + C,, et finalement ‘y(t) =tz(t)=Cyt —C,(1+tIn|t]). ‘

n..n

@ Soit v une fonction de classe €? vérifiant (uv)" = u"v" avec u(t) = t?, pe N, p = 2.

Expliciter I'équation différentielle vérifiée par v et en chercher les solutions développables en série entiere.
Obtient-on ainsi toutes les solutions?
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Réponse: (uv)" = u"v+2u'v' + uv”. En particulier, avec u(z) = t” :

(uv)'(t) = p(p — D)eP2u(t) + 2peP ' (1) + tPV"(¢) = tP72(p(p - D)v(t) +2pt v'(¢) + t*v"(1)); donc
(uv)"(t) = u"()v"(t) = P72 (p(p - Do (t) + 2pr v' (1) + (£* = p(p - 1))”"0))

Léquation (uv)" u"v" équivaut donc a (F) p(p Do) +2ptv' () + (2= p(p-1)v"(t) =0

Posons v(t) = Z a,t", alors p(p—1)v(t) = Z p(p-1)a,t";

n=0

2pt V(1) = Z 2pna,t" = Z 2pna,t".
n=1

n=0
2y"(t) = io n(n-1a,t" = io n(n-1)a,t"
n=2 n=0
-p(p-1Dv"(r) = Z -p(p-Dn(n-1)a,t" 2= Z -p(p-1)(n+2)(n+1)a,,,t", donc finalement p(p —
n=0
Du(t)+2pt v' () +(2~p(p-1))v" (1) = Z (p(p-1D+2pn+n(n-1)a,-p(p-D(n+1)(n+2)a,,,) =

n=0
3 ((n+ p)(n+p ~1)) @y - p(p—1)(n + 1)(n+2)apss).

n=0
(n+p)(n+p-1) 4
plp-D(n+1)(n+2) "
Il en résulte que I'ensemble des solutions DSE de (F) est un plan vectoriel, engendré par
* : u paire, obtenue avec (ay, a;) = (1,0) (donc ay,; = 0 par récurrence);

* : v impaire, obtenue avec (a,, a,) = (0,1) (donc a,, = 0 par récurrence).

22" (n+p)(n+p-1) 2 z?

a,z" n(n-1) p(p-1) plp-1)
le critere de d’Alembert, le rayon de convergence des séries définissant u et v est \/p(p — 1).

1l est possible d’obtenir un expression générique des coefficients de u et v a 'aide de factorielles, mais ce
n'est pas demandé et peut-étre pas utile.

Comme I'espace vectoriel des solutions est de dimension 2, il est identique a 'espace vectoriel de toutes les

Alors 'équation (F) équivauta a,,,, =

, donc en utilisant

Pour chacune de ces séries entiéres,

solutions, donc ‘ les solutions de (F) sont toutes DSE ‘

* a) Résoudre sur | —1,1[ 'équation (E) : (1—t2)y" -3ty —y = , sachant que y;(t) = est

t 1
VvV1-12 1-—1¢2

b) Déterminer les solutions développables en série entiére de 1'équation homogeéne

solution de I’équation sans second membre.

arcsin ()

Vi-i2

(Ep):(1—-1t%)y" -3ty —y =0, et en déduire un développement en série entiere de
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a)

b)

Réponse:

2t t
= et

2\/1—t23 \/1—t23

méthode d’abaissement du degré : si y,(t) = , alors y(t) = —

1
V1-1¢2
n'(t) = ;5 ((_—3) (—28)t+1— tz) = 1+—2t25 donc

(1-¢2)z W 2 (1-12)z
(1= )" (1) = 3ty () = 31 (£) = (1 - £2) 72 (1+262 =322 - (1 - £2)) = 0.
Posons y = y,z, alors y' = ylz+y, 2, et y" = "z +2y = 12" + y,2"; alors (1 — £2)y" - 3ty' —y =

2t 3t
A -tHpz"+(2(1-1t2)y -1-3ty)z +0z=V1-12z" + =
V1-t2 1-12
!

Finalement I'équation (E,), équation homogene associée a (E), devient ((1 — t?)z" — tz' =

z'=0.

0. En posant w = Z/, I'équation homogene se rameéne a (1 — t*)o’ — tw = 0. Comme
t 1 C
f dt = —=In(1-1¢?), donc w(t) = 2 puis z(t) = C,arcsin(t) + C, et enfin
V1-12 2 V1-12
C, arcsin(z)
y() = +G, .
V1-1t2 V1-1t2
t t t t
Léquation (E), elle, se rameéne a V' 1 — r2(z" - Z') = puisw' - ——w=——.
=32 V1-¢2 1-1¢2 1-1¢2

Plut6t que d’avoir recours a la méthode de variation de la constante, remarquons que w, = cte = —1

est une solution particuliere de cette équation, ce qui amene z,(¢) = —t puis y,(t) =

1-12
. - : X k(t) e
La méthode de variation de la constante consiste alors a poser w(t) = , donc I'équation de-
1-12
, 5 t L =1 = , 1
vient V' 1—12k'(t) = , soit k'(#) = — ————. On obtient alors k() = + C,, donc
V1-r? 2 Vi-r 112
C
w(t) =arcsint + ! puis z(t) = V1 —t2 + tarcsint + C, arcsint + C,;
V1-1t?
-t arcsin ¢ C,
Finalement |y(¢)= +C, + .
V1-1t? V1-1t2 1-1¢?
+00
recherche de solutions somme de série entiére : Soit y(¢) = ) a,t", alors
+00 n=0
—J’(f) = Z _antn
n=0
+00 too
-3ry'(r) = Y -3na,t" = Y -3na,t"
=1l =0
—_— roo donc
-2y"(r) = Y -n(n-1)a,t" = Y —n(n-1)a,t"
n=2 n=0
+00 +00
y'(1) = Y. n(n-Da,t" 2> = Y (m+2)(m+1)a,,t™
n=2 m=0
+00
(1-t3)y"-3ty'-y=Y (n+2)(n+1a,,,+(-n(n-1)-3n-1)a,)t"
n=0
+00
=Y (n+2)(n+1)a,,,-(n+1)*a,)t".
n=0
. As n+1
Donc les solutions de (E;,) vérifient Vr eN, a,,, = 5%
n
arcsin (¢
La solution impaire telle que a; = 1 (et a, = 0) est d’apres la question a) ¢ — —(); elle admet

V1-1t2

p o . 2n+1 A2p+1 2p o dap+l
un développement en série entiére Y a,,,,t*"*!, avec —— = pour p = 1,donc [] =
n=0 arp1 2p+1 p=1Qp_1
no 2 a 2"n)? arcsin(z) = (2"n!)?
I1 P puis 22221 = (27n!) . Finalement arcsin(t) _ 3% @7RY" o
p=12p+1 a, 2n+1)! Vi—rz a0 (@n+1)!
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* Résoudre 4(1 - x%)y” —4xy' +y =0 sur ] — 1, 1] en utilisant un changement de variable x = sin .

d d? dy d?
Indication : Exprimer é et d_xJZ/ en fonction de cos(t),sin(t), d_}t/’ d_th/ et écrire I'équation différentielle en
fonction de la variable ¢ et de 'expression y (en fait y(x)).

arcsinx arcsin x

En déduire que les fonctions x — cos ( ) etx — sin ( ) sont développables en série entiére sur

]-1;11.

dt 1
Réponse : Avec x = sin(¢), dx = cos(¢)dt donc — =

dx cos(t)’
dy drdy 1 dy
Alors & = SLCY _ & ot
ors dx dx dr cos(t)dt €
d’y dt dy( 1 dy) 1 ( sin(¢) dy L] d2y) _ sin(r) dy L1 d?y

dx?  dx dt cos(t) ar |~ cos(t) cosz(t)a cos(t) de?2 ) cos3(t)5 cos2(t) de?
. 2 g 2
sin(t) ﬂ . 1 dvy N sin(t) d_y _4d ¥ .
cos3(t) dt  cos?(t) dr?

d? d
donc 4(1 —xz)—y —4xS +y= cosz(t)(

dx? dx
Donc les solutions de E sur | — 1, 1[ sont
arcsin x . (arcsinx
Acos ( ) + Bsin (

cos(t) dt y= dr?

t Lt 2
y=Ac055+Bsm§= , (A,B) e R”.

+00
Cherchons les solutions de (E) sous la forme y(x) = )_ a,x". On trouve sur ] — R,R[ : —4xy'(x)
n=0

+o0o +00 +00 +00
Y —4na,x", -4x*y"(x) = Y -4n(n - 1a,x", et 4y"(x) = Y 4n(n - Da,x" > = ) 4(m +
n=0 n=0 n=2 m=0
+00
2)(m + 1) a,,,,x™; alors 4(1 - x?)y" —4xy' +y = Y (4(n+2)(n+1)a,,, + (1 -4n+4n—-4n?)a,)x" =
n=0

Jio (A4n+2)(n+1)a,,, +(1-2n)(1+2n)a,)x".

n=0

+00

Onendéduitque y(x) = )_ a,x" estsolution de 4(1-x?)y”—4xy'+y = Osietseulementsi, Vn e N, 4(n+
n=0

1)(n+2)a,,,=02n-1)2n+1)a,.

(ay,a,) = (1,0) définit donc une solution de 4(1 — x?)y” —4xy’ +y = 0 sous forme de série entiére paire

(avec y(0) = 1); de méme, (ay,, a,) = (0, 1) définit une solution de 4(1 — x*)y” — 4x y' + y = 0 sous forme de

2m+2 2

4n° -1
2 ~ x2, le critere de d’Alembert

- o . , . a
série entiére impaire (avec y'(0) = 1). Puisque

donne pour les deux séries un rayon de convergence égal a 1.

D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, on peut identifier sur | — 1; 1] les sommes de ces deux séries avec
arcsinx arcsinx )

les fonctions x — cos( ) etx — sin(

* On considere I'équation différentielle 4t y” + 2y’ —y = 0.

+00

a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la suite (a,,) ey pour que y(r) = Y a,t" soit une
n=0

solution de (E).
Déterminer une solution u de (E) développable en série entiere, telle que u(0) = 1.
On fournira une expression explicite de u(t) pour t =0, et une expression pour t = 0.
Toutes les solutions de (E) sont-elles développables en série entiére ?
b) Pour ¢t > 0, montrer que y(¢) = ch [\/;) z(t) est solution de (E) si, et seulement si, z’ est solution d’'une
équation du premier degré que l'on précisera.
c) Résoudre (E) sur R} al'aide du changement de variable ¢ = x2.
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Réponse:
+00
a) Si y(r) = ) a,t" (série entiere de rayon de convergence R, alors pour ¢ €] — R;R[ :
=0
+00 " +00 +00
y'(t) = Y na, "' = Y (p+1)a,,tP en posant p = n—1, et y'(t) = Y n(n-1)a,t"?
n=1 p=0 n=1
+00 +00
donc 4ry"(r) = Y 4n(n - Da,t"" = Y 4p(p + Da,,,tP, donc 4ry” +2y' -y =
n=1 p=0

b)

<)

+00o +o0o
Y (2(n+Da,, +4n(n+1)a,,, —a,)t" =Y (2n+1)(2n+2)a,,, —a,)t".

n=0 n=0
1
Léquation (E) est donc équivalente a la relation de récurrence a =————qa, cequi
. a
donne par une récurrence facile sur n e N: a,, = (2—0)'.
n)!

+00 n
Avec la condition initiale a, = 1, on trouve alors u(t) = )_ @) (avec un rayon de convergence

n=o (2n)!

infini).

Pour ¢ = 0, un changement de variable ¢ = x* donne u(t) = ch(x) = ch(\/;); pourt <0, t = —x?
2n

+00
donne u(t)= ) (-1)"  _ cosx =cos Vv -t.
n=0 (21’1)'

Lensemble des solutions de (E) développables en série entiére est une droite vectorielle, donc stric-
tement incluse dans le plan vectoriel des solutions de (E).

Remarquons que y(t) = u(t)z(t), doncsur R} : y' = 'z+uz' ety” = u'z+2u'z' +2uz"; ainsi
4y"+2y' —y=4atuz"+ Bt +2u)z + (4u" +2u' —uw)z=4tuz" + (8t u' +2u)z.

h (¢
Oru/(t)= sh( ),doncl’équation(E) serameénea |2tch (V1) +(ch(V1)+2tVtsh(V1))w=0
2\t

en prenant z’' = w.

dy dxdy 1dy .
Avecle ch tr=x?:dt =2xdxdonc —= = ——— = ——,
vec le changemen X xdx donc = = - = o5 puis

d? dx d (d - 2
dez  dt dx \dt) 2x\2x2dx 2xdx?

d’y &y _ -1dy d% d’y . dy d’y e
4t@ = 4x ? = T ir + FPEL donc 4tﬁ -+ 25 Y= gz ¥, donc l'équation
(E) devient d_xJ; - = 0, dont les solutions sont Acosch(x) + Bsh(x) soit sur R,

t — Acosch(v/t)+Bsh(V1), (A B)eR?|

On retrouve la solution u, complétée par v : t — sh( \/;), qui n'est pas DSE en 0.
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