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PT corrigé des exercices sur les équations différentielles 2024/2025

1 Résoudre les équations différentielles cos(𝑥)𝑦′+ sin(𝑥)𝑦 = sin(2𝑥) et cos(𝑥)𝑦′− sin(𝑥)𝑦 = 1.+

Réponse : on résout les deux équations sur un intervalle où cos(𝑥) ≠ 0, donc 𝐼𝑝 = −𝜋2 +𝑝𝜋,
𝜋
2 +𝑝𝜋.

⋆ : cos(𝑥)𝑦′+ sin(𝑥)𝑦 = sin(2𝑥)
Résolution de l’équation homogène cos(𝑥)𝑦′+ sin(𝑥)𝑦 = 0.
 −sin𝑥

cos𝑥 d𝑥 = ln |cos𝑥|, donc les solutions de l’équation homogène forment une droite vectorielle dirigée
par 𝑢(𝑥) = cos𝑥.
Méthode de variation des constantes : on pose 𝑦 = 𝑘.𝑢, donc 𝑦′ = 𝑢𝑘′ +𝑘′𝑢 et cos(𝑥)𝑦′ + sin(𝑥)𝑦 =
cos(𝑥)𝑢.𝑘′+(cos(𝑥)𝑢′+ sin(𝑥)𝑢)𝑘 = cos2 (𝑥)𝑘′ ; l’équation s’écrit donc 𝑘′ = sin(2𝑥)

cos2 (𝑥) = 2 tan(𝑥).
𝑘(𝑥) = −2 ln |cos𝑥| convient, ce qui donne une solution particulière 𝑦0(𝑥) = −2 ln |cos𝑥|cos𝑥.
L’ensemble des solutions de cette équation sur 𝐼𝑝 est 𝑦(𝑥) = 𝐶 cos𝑥−2 ln |cos𝑥|cos𝑥,𝐶 ∈ ℝ.
⋆ : cos(𝑥)𝑦′− sin(𝑥)𝑦 = 1
Résolution de l’équation homogène cos(𝑥)𝑦′− sin(𝑥)𝑦 = 0.
 sin𝑥

cos𝑥d𝑥 =− ln |cos𝑥|, donc les solutions de l’équation homogène forment une droite vectorielle dirigée

par 𝑢(𝑥) = 1
cos𝑥 .

Méthode de variation des constantes : on pose 𝑦 = 𝑘.𝑢, donc 𝑦′ = 𝑢𝑘′ +𝑘′𝑢 et cos(𝑥)𝑦′ + sin(𝑥)𝑦 =
cos(𝑥)𝑢.𝑘′+(cos(𝑥)𝑢′+ sin(𝑥)𝑢)𝑘 = 𝑘′ ; l’équation s’écrit donc 𝑘′ = 1.
𝑘(𝑥) = 𝑥 convient, ce qui donne une solution particulière 𝑦0(𝑥) =

𝑥
cos𝑥 .

L’ensemble des solutions de cette équation sur 𝐼𝑝 est 𝑦(𝑥) = 𝐶 +𝑥
cos𝑥 ,𝐶 ∈ ℝ.

2+ a) Soit 𝜆 ∈ ℝ ; résoudre l’équation différentielle de la variable 𝑥 : 𝑥𝑦′−(1+𝜆)𝑦 = 0.
b) Soit 𝜑 ∶ ℝ[𝑋] ⟶ ℝ[𝑋]

𝑋 ⟼ 𝑋𝑃 ′−𝑃
Déterminer les éléments propres de 𝜑.

Réponse :
a) 𝑥𝑦′−(1+𝜆)𝑦 = 0 est linéaire homogène du premier ordre. On la résout sur un des intervalles ℝ∗+ ou

ℝ∗−. Les solutions forment une droite vectorielle dirigée par 𝑢 ∶ 𝑡 ↦ exp(1+𝜆) ln |𝑥| = |𝑥|1+𝜆.
b) 𝜑 est un endomorphisme de ℝ[𝑋], dont les vecteurs propres [associés à la valeur propre 𝜆] vérifient

𝑋 𝑃 ′−𝑃 = 𝜆𝑃 soit 𝑥𝑃 ′ = (1+𝜆)𝑃.
Cette égalité ne peut définir un polynôme que si 1+𝜆 ∈ ℕ, donc 𝜆 ∈ [[−1,+∞[[.
Finalement Sp(𝜑) = [[−1,+∞[[ et 𝐸𝜆(𝜑) = 𝐶.𝑋1+𝜆,𝐶 ∈ ℝ .

3 Résoudre l’équation différentielle : 𝑡 𝑦 ′−(𝑡 +1)𝑦 = 𝑡2−𝑡3 avec la condition initiale 𝑦(1) = 0.+
Retrouver ce résultat en cherchant les solutions DSE.
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Réponse : Les intervalles de résolution de l’équation sont 𝐼1 =]−∞,0[ et 𝐼2 =]0,+∞[,
Résolvons d’abord l’équation homogène associée : (𝑡2−1)𝑦 ′−𝑡𝑦 = 0.

En écrivant (au brouillon) : 𝑦 ′

𝑦 = 𝑡+1
𝑡 = 1+ 1

𝑡 puis (ln |𝑦|)
′ = d

d𝑡 (𝑡 + ln𝑡) , on obtient une solution non

nulle de l'équation homogène : 𝑢(𝑡) = 𝑡e𝑡 sur 𝐼1 et 𝐼2.
Les solutions de l'équation homogène forment une droite vectorielle dirigée par 𝑢.
On peut essayer de résoudre l'équation complète par la méthode de variation de la constante, en cherchant une
solution sous la forme 𝑦 = 𝐶.𝑢, où 𝐶 est𝒞1 sur 𝐼𝑘, 𝑘 ∈ {1,2,3}.
Alors 𝑡𝑦 ′−(𝑡+1)𝑦 = 𝑡(𝐶 ′𝑢+𝐶 𝑢′)−(𝑡+1)𝐶 𝑢 = 𝑡𝑢𝐶 ′+(𝑡𝐶 ′−(𝑡+1)𝐶)𝑢 = 𝑡𝑢𝐶 ′, donc l'équation complète
se ramène à 𝑡2e−𝑡𝐶 ′(𝑡) = 𝑡2−𝑡3, puis 𝐶 ′(𝑡) = (1−𝑡)e−𝑡 sur les deux intervalles.
Une intégration par parties donne une primitive de 𝑡 ↦ (1− 𝑡)e−𝑡 sous la forme 𝑡e−𝑡 , correspondant à une
solution particulière 𝑦𝑝 ∶ 𝑡 ↦ 𝑡2.
L'ensemble des solutions sur 𝐼𝑘 est alors 𝑡 ↦ 𝑡2+𝐶 𝑡 e𝑡 .

Posons𝑦(𝑡) =
+∞

𝑛=0

𝑎𝑛𝑡𝑛, alors𝑦′(𝑡) =
+∞

𝑛=1

𝑛𝑎𝑛𝑡𝑛,−𝑡𝑦(𝑡) =
+∞

𝑛=0

−𝑎𝑛𝑡𝑛+1 =
+∞

𝑛=1

−𝑎𝑛−1𝑡𝑛 et−𝑦(𝑡) =
+∞

𝑛=0

−𝑎𝑛𝑡𝑛 =

−𝑎0+
+∞

𝑛=0

𝑎𝑛𝑡𝑛 donc 𝑡 𝑦 ′−(𝑡+1)𝑦 = −𝑎0+
+∞

𝑛=1

((𝑛−1)𝑎𝑛−𝑎𝑛−1)𝑡𝑛, donc l'équation équivaut à −𝑎0 = 0,−𝑎1−

𝑎0 = 0,𝑎2 −𝑎1 = 1,2𝑎3 −𝑎2 = −1 et (𝑛−1)𝑎𝑛 −𝑎𝑛−1 = 0 pour 𝑛 ⩾ 3. On trouve 𝑎0, 𝑎2 = 1+𝑎1, 𝑎3 =
𝑎1
2 et

𝑎𝑛 =
𝑎𝑛−1
𝑛−1 pour 𝑛 ⩾ 3 donc 𝑎𝑛 =

𝑎1
(𝑛−1)! pour 𝑛 ⩾ 3. Finalement 𝑦 = 𝑡2+𝑎1

+∞

𝑛=1

𝑡𝑛
(𝑛−1)! = 𝑡2+𝑡e𝑡 .

4 On considère l’équation différentielle sur ℝ∗+ : (𝐸) : 𝑦′′+𝑦= 1
𝑥 .∗∗

a) Montrer que la fonction 𝐹 définie par 𝐹(𝑥) = 
+∞

0

e−𝑥𝑡
1+𝑡2 d𝑡 est continue sur ℝ+, de classe 𝒞2 sur ℝ∗+, et

est une solution de (𝐸).
Montrer que lim

𝑥→+∞
𝐹(𝑥) = 0.

b) Montrer que, pour tout 𝛼 ∈ ℝ∗+, 𝐺𝛼 ∶ 𝑥 ↦ sin𝑥
𝑥

𝛼

cos𝑡
𝑡 d𝑡 − cos𝑥

𝑥

𝛼

sin𝑡
𝑡 d𝑡 est solution de (𝐸) ; montrer

que 𝐺𝛼(𝑥) =
𝑥

𝛼

sin(𝑥−𝑡)
𝑡 d𝑡.

c) En admettant la convergence de 𝐺 ∶ 𝑥 ↦ 
𝑥

+∞

sin(𝑥−𝑡)
𝑡 d𝑡, montrer que 𝐺 est une solution de (𝐸), et à
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l’aide d’un changement de variable, que 𝐺(𝑥) =
+∞

0

sin𝑢
𝑢+𝑥d𝑢.

d) Montrer que, pour tout 𝑥 ∈ ℝ+, 𝐹(𝑥) = 𝐺(𝑥).

Réponse :

a) Posons 𝑓(𝑥,𝑡) = e−𝑥𝑡
1+𝑡2 . Alors 𝑓(⋅, 𝑡) ∶ 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥,𝑡) est𝒞2 pour tout 𝑡 fixé dans ℝ+, et

𝜕𝑓
𝜕𝑥 = −𝑡e−𝑥𝑡

1+𝑡2 ; 𝜕
2𝑓
𝜕𝑥2 =

𝑡2e−𝑥𝑡
1+𝑡2 .

Les applications 𝑡 ↦ 𝑓(𝑥,𝑡),𝑡 ↦ 𝜕𝑓
𝜕𝑥 (𝑥,𝑡) et 𝑡 ↦

𝜕2𝑓
𝜕𝑥2 (𝑥,𝑡) sont continues sur ℝ+ pour tout 𝑥 > 0.

Pour tout (𝑥,𝑡) ∈ (ℝ+)2, |𝑓(𝑥,𝑡)| ⩽
1

1+𝑡2 , fonction intégrable surℝ+, ce qui constitueunehypothèse
de domination . Donc 𝐹 est continue sur ℝ+.

Pour tous (𝑎,𝑏) ∈ ℝ2, 𝑏 > 𝑎 > 0, soit 𝐾 = [𝑎,𝑏] ; alors ∀(𝑥,𝑡) ∈ 𝐾 ×ℝ+,  𝜕𝑓𝜕𝑥  =
𝑡e−𝑥𝑡
1+𝑡2 ⩽

e−𝑎𝑡
2 et

 𝜕
2𝑓
𝜕𝑥2  =

𝑡2e−𝑥𝑡
1+𝑡2 ⩽ e−𝑎𝑡 , ce qui constitue des hypothèses de domination pour les dérivées partielles.

Ainsi 𝐹 est𝒞2 sur tout segment de ℝ∗+, donc sur ℝ∗+, et 𝐹′′(𝑥) =
+∞

0

𝑡2e−𝑥𝑡
1+𝑡2 d𝑡 donc

𝐹′′(𝑥)+𝐹(𝑥) =
+∞

0

(1+𝑡2)e−𝑥𝑡
1+𝑡2 d𝑡 =

+∞

0
e−𝑥𝑡d𝑡 = 1

𝑥 . 𝐹 est solution de (𝐸) : 𝑦′′+𝑦= 1
𝑥 .

b) Puisque 𝐺𝛼(𝑥) = sin𝑥
𝑥

𝛼

cos𝑡
𝑡 d𝑡 − cos𝑥

𝑥

𝛼

sin𝑡
𝑡 d𝑡, 𝐺𝛼 est indéfiniment dérivable sur ℝ∗+ et

𝐺′
𝛼(𝑥) = cos𝑥

𝑥

𝛼

cos𝑡
𝑡 d𝑡 + sin𝑥

𝑥

𝛼

sin𝑡
𝑡 d𝑡 + sin𝑥 cos𝑥

𝑥 −cos𝑥 sin𝑥
𝑥 = cos𝑥

𝑥

𝛼

cos𝑡
𝑡 d𝑡 + sin𝑥

𝑥

𝛼

sin𝑡
𝑡 d𝑡

donc
𝐺𝛼

′′(𝑥) = −sin𝑥
𝑥

𝛼

cos𝑡
𝑡 d𝑡 + cos𝑥

𝑥

𝛼

sin𝑡
𝑡 d𝑡 + cos𝑥 sin𝑥

𝑥 + sin𝑥 sin𝑥
𝑥 = −𝐺𝛼(𝑥) +

1
𝑥 .

𝐺𝛼 est solution de (𝐸) : 𝑦′′+𝑦= 1
𝑥 .

Comme sin(𝑥−𝑡) = sin𝑥cos𝑡 − cos𝑥 sin𝑡, en divisant par 𝑡 et en intégrant entre 𝛼 et 𝑥 : 𝐺𝛼(𝑥) =

𝑥

𝛼

sin(𝑥−𝑡)
𝑡 d𝑡.

c) Puisque 𝐺𝛼
′′(𝑥)+𝐺𝛼(𝑥) =

1
𝑥 , la convergence de l’intégrale 𝐺𝛼(𝑥) entraîne celle de 𝐺𝛼

′′(𝑥), donc de


𝑥

+∞

cos𝑡
𝑡 d𝑡 et

𝑥

+∞

sin𝑡
𝑡 d𝑡. Soit par passage à la limite (𝛼→+∞), soit par un calcul analogue à celui

de la question précédente, 𝐺 est une solution de (𝐸) .
Pour 𝑥 fixé, effectuons alors dans 𝐺 le changement de variable 𝑢 = 𝑡 −𝑥, de [𝑥,+∞[ dans [0,+∞[ :
𝐺(𝑥) =

+∞

𝑥

sin(𝑡 −𝑥)
𝑡 d𝑡 =

+∞

0

sin𝑢
𝑢+𝑥d𝑢.

d) Puisque 𝐺 est un reste d’intégrale convergente, lim
𝑥→+∞

𝐺(𝑥) = 0. Puisque 𝐺 et 𝐹 sont deux solutions
de (𝐸), 𝐺 −𝐹 est solution de l’équation homogène 𝑦′′ +𝑦 = 0, donc il existe deux réels 𝑎 et 𝑏 tels
que ∀𝑥 ∈ ℝ+, 𝐺(𝑥) − 𝐹(𝑥) = 𝑎 cos𝑥 + 𝑏 sin𝑥 ; mais lim

𝑥→+∞
𝐺(𝑥) −𝐹(𝑥) = 0, donc nécessairement

𝑎 = 𝑏 = 0 et 𝐺 =𝐹 .

5 Soit (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ la suite définie par 𝑎0 = 𝑎1 = 1 et 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛+
2

𝑛+1𝑎𝑛−1.∗
a) Montrer que 1 ⩽ 𝑎𝑛 ⩽𝑛2 pour tout 𝑛 ∈ℕ∗.

En déduire le rayon de convergence 𝑅 de la série entière 
𝑛⩾0

𝑎𝑛𝑥𝑛.

b) Montrer que sur ]−𝑅,𝑅[, la somme 𝑆(𝑥) =
+∞

𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛 vérifie l’équation différentielle

(1−𝑥)𝑦′−(1+2𝑥)𝑦 = 0.
c) En déduire une expression de 𝑆 à l’aide des fonctions usuelles, puis de 𝑎𝑛 comme une somme.
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Réponse :
a) Montrons par récurrence double sur 𝑛 ∈ℕ∗ que 1 ⩽ 𝑎𝑛 ⩽𝑛2.

La propriété est vraie pour 𝑛 = 1 et 𝑛 = 2, puisque 𝑎2 = 1+ 2
21 = 2 ⩽ 22.

Supposons la vraie aux rangs𝑛 et𝑛−1 : alors𝑎𝑛+1 ⩾ 𝑎𝑛 ⩾ 1, donc𝑎𝑛+1−(𝑛+1)2 = 𝑎𝑛−𝑛2+ 2
𝑛+1𝑎𝑛−1−

2𝑛−1 ⩽ 𝑎𝑛−𝑛2+ 2
𝑛+1 ⒧2𝑛

2−4𝑛+2−2𝑛2−3𝑛−1⒭ ⩽ 2
𝑛+1 (1−7𝑛) ⩽ 0.

Donc le rayon de convergence𝑅 de la série entière 
𝑛⩾0

𝑎𝑛𝑥𝑛 est intermédiaire entre ceux de 
𝑛⩾0

𝑥𝑛 et


𝑛⩾0

𝑛2𝑥𝑛, qui valent tous les deux 1. 𝑅 = 1 .

b) Multiplions par 𝑥𝑛+1 l’égalité 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛+
2

𝑛+1𝑎𝑛−1, puis sommons l’égalité obtenue pour 𝑛 ⩾ 1 :
+∞

𝑛=1

𝑎𝑛+1𝑥𝑛+1 =
+∞

𝑛=1

𝑎𝑛𝑥𝑛+1+
+∞

𝑛=1

2
𝑛+1𝑎𝑛−1𝑥

𝑛+1 soit

+∞

𝑛=1

2
𝑛+1𝑎𝑛−1𝑥

𝑛+1 =
+∞

𝑛=1

𝑎𝑛+1𝑥𝑛+1−
+∞

𝑛=1

𝑎𝑛𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥)−1−𝑥−𝑥(𝑓(𝑥)−1) = (1−𝑥)𝑓(𝑥)−1

En dérivant cette égalité sur ]−𝑅,𝑅[ : 2
+∞

𝑛=1

𝑎𝑛−1𝑥𝑛 = (1−𝑥)𝑓′(𝑥)−𝑓(𝑥) ;

or
+∞

𝑛=1

𝑎𝑛−1𝑥𝑛 = 𝑥
+∞

𝑛=1

𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑓(𝑥), donc (2𝑥+1)𝑓(𝑥) = (1−𝑥)𝑓′(𝑥) .

c) Sur l’un des intervalles ] −∞,1[ et ]1,+∞[, 1+2𝑥1−𝑥 = 3−2(1−𝑡)
1−𝑡 = 3

1−𝑡 − 2 donc  1+2𝑥
1−𝑥 d𝑥 =

−3 ln |1−𝑥|−2𝑥+𝑐𝑡𝑒
Donc l’ensemble des solutions de l’équation (1−𝑥)𝑦′−(1+2𝑥)𝑦 = 0 est une droite vectorielle dirigée

par 𝑢(𝑥) = e−2𝑥
(1−𝑥)3 . La seule solution de cette équation qui vérifie 𝑦(0) = 1 est 𝑆(𝑥) = e−2𝑥

(1−𝑥)3 .

Comme 1
(1−𝑥)3 =

+∞

𝑛=0

(𝑛+1)(𝑛+2)
2 𝑥𝑛 et e−2𝑥 =

+∞

𝑛=0

(−2)𝑛𝑥𝑛
𝑛! , donc en utilisant un produit de Cau-

chy : 𝑆(𝑥) =
+∞

𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛 avec 𝑎𝑛 =
𝑛

𝑘=0

(−2)𝑘
2𝑘! (𝑛−𝑘+1)(𝑛−𝑘+2).

6 Soit 𝜃 ∈ ℝ, on considère la série entière 𝑆(𝑥) = 
𝑛⩾0

sin(𝑛𝜃)
𝑛! 𝑥𝑛.+

a) Déterminer le rayon de convergence de 𝑆.
b) Montrer que 𝑆 est solution de l’équation différentielle 𝑦′′−2cos𝜃𝑦′+𝑦= 0 et en déduire 𝑆(𝑥).

Réponse :
a) Pour tout𝑛 ∈ℕ, sin(𝑛𝜃)𝑛!  ⩽ 1

𝑛! . Le rayondeconvergencede𝑆 est supérieur à celui deexp𝑥 =
+∞

𝑛=0

𝑥𝑛
𝑛! ,

donc vaut 𝑅 =∞.
b) 𝑆 est donc𝒞∞ sur ℝ, et 𝑆′′(𝑥)−2cos𝜃𝑆′(𝑥)+𝑆(𝑥)

=
+∞

𝑛=2

𝑛(𝑛−1)
𝑛! sin(𝑛𝜃)𝑥𝑛−2−2cos𝜃

+∞

𝑛=2

𝑛
𝑛! sin(𝑛𝜃)𝑥

𝑛−1+
+∞

𝑛=0

sin(𝑛𝜃)
𝑛! 𝑥𝑛

=
+∞

𝑛=2

sin(𝑛𝜃)
(𝑛−2)! 𝑥

𝑛−2−
+∞

𝑛=2

2cos𝜃 sin(𝑛𝜃)
(𝑛−1)! 𝑥𝑛−1+

+∞

𝑛=0

sin(𝑛𝜃)
𝑛! 𝑥𝑛

=
+∞

𝑛=0

sin(𝑛𝜃)
(𝑛−2)! 𝑥

𝑛−2−
+∞

𝑛=2

2cos𝜃 sin(𝑛𝜃)
(𝑛−1)! 𝑥𝑛−1+

+∞

𝑛=0

sin(𝑛𝜃)
𝑛! 𝑥𝑛
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Réponse : 𝑆′′(𝑥)−2cos𝜃𝑆′(𝑥)+𝑆(𝑥) =
+∞

𝑛=0

(sin((𝑛+2)𝜃)+ sin(𝑛𝜃)−2cos𝜃 sin((𝑛+1)𝜃)) 𝑥
𝑛

𝑛! .

c) Or sin((𝑝+1)𝜃)+ sin((𝑝−1)𝜃) = 2cos𝜃 sin(𝑝𝜃) donc finalement
𝑆′′(𝑥)−2cos𝜃𝑆′(𝑥)+𝑆(𝑥) = 0 .
L’équation caractéristique de 𝑦′′−2cos𝜃𝑦′+𝑦= 0, 𝑟2−2cos𝜃𝑟 +1 = 0, a pour racines e𝑖𝜃 et e−𝑖𝜃.
Donc les solutions de l’équation forment le plan vectoriel 𝜆exp(𝑥e𝑖𝜃) + 𝜇 exp(𝑥e−𝑖𝜃) sur ℂ, avec
(𝜆,𝜇) ∈ ℂ2 soit (en prenant 𝜇 = 𝜆) : e𝑥cos𝜃 (𝐴 cos(𝑥 sin𝜃)+𝐵 sin(𝑥 sin𝜃)).
Les conditions initiales 𝑆(0) = 0, 𝑆′(0) = sin𝜃 donnent𝜆 =−𝜇 et e𝑖𝜃𝜆+e−𝑖𝜃𝜇 = sin𝜃 soit𝜆 = 𝜇 = −𝑖

2 ,

et finalement : 𝑆(𝑥) = e𝑥cos𝜃 sin(𝑥 sin𝜃) .

7 Soit (𝑎,𝑏) ∈ ℝ2, 𝑎 ≠ 0.+
Déterminer les solutions de l’équation différentielle (𝐸) ∶ 𝑦′′+4𝑦 = 𝑎|𝑡|+𝑏 sur ℝ∗+ et ℝ∗−.
Montrer que, pour des conditions initiales𝑦(𝑡0) = 𝑣0,𝑦′(𝑡0) = 𝑑0, il existe une seule solution de (𝐸) qui vérifie
ces conditions initiales et qui est de classe𝒞2 sur ℝ.
Réponse : L’ensemble des solutions de l’équation homogène 𝑦′′ + 4𝑦 = 0 est un plan vectoriel (𝑡 ↦
cos(2𝑡),𝑡 ↦ sin(2𝑡)).
𝑦′′+4𝑦 = 1 a une solution constante 1

4 , et 𝑦′′+4𝑦 = 𝑡 a une solution polynomiale de degré 1 : 𝑡4 .

Sur ℝ∗+, 𝑦′′ +4𝑦 = 𝑎|𝑡| + 𝑏 qui s’écrit 𝑦′′ +4𝑦 = 𝑎𝑡 +𝑏 admet pour solution particulière 𝑎𝑡 +𝑏
4 (principe

de superposition des solutions) ; l’ensemble des solutions de (𝐸) sur ℝ∗+ est donc 𝐴𝑑 cos(2𝑡)+𝐵𝑑 sin(2𝑡)+
𝑎𝑡 +𝑏
4 , (𝐴𝑑,𝐵𝑑) ∈ ℝ2.

sur ℝ∗−, 𝑦′′+4𝑦 = 𝑎|𝑡|+𝑏 qui s’écrit 𝑦′′−4𝑦 =−𝑎𝑡+𝑏 admet pour solution particulière 𝑎𝑡 +𝑏4 ; l’ensemble

des solutions de (𝐸) sur ℝ∗− est donc 𝐴𝑔 cos(2𝑡)+𝐵𝑔 sin(2𝑡)+ −𝑎𝑡 +𝑏
4 , (𝐴𝑔 ,𝐵𝑔) ∈ ℝ2.

Par comparaison des deux développements limités :
𝐴𝑑 cos(2𝑡)+𝐵𝑑 sin(2𝑡)− 𝑎𝑡 +𝑏

4 = ⒧𝐴𝑑 −
𝑏
4 ⒭+⒧2𝐵𝑑 −

𝑎
4 ⒭−2𝐴𝑑𝑡

2+𝑜(𝑡2) (pour 𝑡 > 0) et

𝐴𝑔 cos(2𝑡)+𝐵𝑔 .sin(2𝑡)+
𝑎𝑡 −𝑏
4 = ⒧𝐴𝑔 −

𝑏
4 ⒭+⒧2𝐵𝑔 +

𝑎
4 ⒭−2𝐴𝑔𝑡

2+𝑜(𝑡2) (pour 𝑡 < 0).
on trouve une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution de classe𝒞2 sur ℝ : 𝐴𝑑 = 𝐴𝑔 et
2𝐵𝑑 −

𝑎
4 = 2𝐵𝑔 +

𝑎
4 , soit 𝐴𝑑 =𝐴𝑔 et 𝐵𝑑 −𝐵𝑔 =

𝑎
4 .

Les conditions initiales permettent de fixer le couple (𝐴𝑑,𝐵𝑑) si 𝑡0 > 0 et (𝐴𝑔 ,𝐵𝑔) si 𝑡0 < 0, ce qui aboutit à
une solution unique de classe𝒞2 sur ℝ.
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8 Déterminer les solutions développables en série entière de (𝐸9) ∶ 𝑡(1−𝑡)𝑦′′+𝑡𝑦′−𝑦= 0, ainsi que leur rayon+
de convergence.
Existe-t-il d’autres solutions de (𝐸9)? Achever la résolution de (𝐸9).
Réponse : On résout bien sûr (𝐸) sur ]−∞,0[, ou ]0,1[, ou encore ]1,+∞[.
Avec 𝑦(𝑡) =

+∞

𝑛=0

𝑎𝑛𝑡𝑛, 𝑦′(𝑡) =
+∞

𝑛=0

𝑛𝑎𝑛𝑡𝑛−1, donc 𝑡 𝑦′(𝑡) = −
+∞

𝑛=1

−𝑛𝑎𝑛𝑡𝑛 =−
+∞

𝑛=0

𝑛𝑎𝑛𝑡𝑛,

𝑦′′(𝑡) =
+∞

𝑛=2

𝑛(𝑛−1)𝑎𝑛𝑡𝑛−2 =
+∞

𝑛=2

(𝑛+2)(𝑛+1)𝑎𝑛+2𝑡𝑛 et enfin

−𝑡2𝑦′′(𝑡) = −
+∞

𝑛=2

𝑛(𝑛−1)𝑎𝑛𝑡𝑛 =
+∞

𝑛=2

−𝑛(𝑛−1)𝑎𝑛𝑡𝑛.

𝑡(1−𝑡)𝑦′′+𝑡𝑦′−𝑦=
+∞

𝑛=0

((−1+𝑛−𝑛(𝑛−1))𝑎𝑛+𝑛(𝑛+1)𝑎𝑛+1)𝑡𝑛 puis

𝑡(1 − 𝑡)𝑦′′ + 𝑡𝑦′ −𝑦 =
+∞

𝑛=0

⒧−(𝑛−1)2𝑎𝑛+𝑛(𝑛+1)𝑎𝑛+1⒭, donc l’équation différentielle équivaut à 𝑎0 = 0 et

∀𝑛 ∈ℕ∗,𝑎𝑛+1 =
−(𝑛−1)2
𝑛(𝑛+1) 𝑎𝑛 .

En particulier, avec 𝑛 = 1, on trouve 𝑎2 = 0 donc par récurrence sur 𝑛 ⩾ 2 : 𝑎𝑛 = 0. Les solutions somme de
séries entières sont donc des polynômes de degré⩽ 1, et de rayon de convergence infini. On trouve que les
solutions DSE sont multiples de 𝑢 ∶ 𝑡 ↦ 𝑡.
Comme l’ensemble des𝒮 de solutions de (𝐸) est un espace vectoriel de dimension 2, il y a une infinité de
solutions dans𝒮∖ Vect(𝑢).
Pour les trouver, posons 𝑦(𝑡) = 𝑡 𝑧(𝑡) : 𝑦′(𝑡) = 𝑡 𝑧′(𝑡)+𝑧(𝑡) et 𝑦′′(𝑡) = 𝑡 𝑧′′(𝑡)+2𝑧′(𝑡), donc
𝑡(1−𝑡)𝑦′′(𝑡)+𝑡𝑦′(𝑡)−𝑦(𝑡) = 𝑡2𝑧′′(𝑡)+2𝑡 𝑧′(𝑡)−𝑡3𝑧′′(𝑡)+2𝑡2𝑧′(𝑡)+𝑡2 𝑧′(𝑡)+𝑡 𝑧′(𝑡)−𝑡 𝑧(𝑡)

= 𝑡2(1−𝑡)𝑧′′(𝑡)+𝑡(2−𝑡)𝑧′(𝑡)
En posant𝜔(𝑡) = 𝑧′(𝑡), on est ramené à l’équation linéaire homogène du premier ordre 𝑡(1−𝑡)𝜔′(𝑡)+(2−
𝑡)𝜔(𝑡) = 0.
Comme  𝑡−2

𝑡(1−𝑡)d𝑡 =  −2
𝑡 − 1

1−𝑡d𝑡 = −2 ln𝑡 + ln |1−𝑡|, on trouve que 𝜔(𝑡) = 𝐶1
1−𝑡
𝑡2 , donc 𝑧(𝑡) =

𝐶1 ⒧
−1
𝑡 − ln |𝑡|⒭+𝐶2, et finalement 𝑦(𝑡) = 𝑡 𝑧(𝑡) = 𝐶2 𝑡 −𝐶1(1+𝑡 ln |𝑡|).

9 Soit 𝑣 une fonction de classe𝒞2 vérifiant (𝑢𝑣)′′ =𝑢′′𝑣′′ avec 𝑢(𝑡) = 𝑡𝑝, 𝑝 ∈ℕ,𝑝 ⩾ 2.∗∗
Expliciter l’équation différentielle vérifiée par 𝑣 et en chercher les solutions développables en série entière.
Obtient-on ainsi toutes les solutions?
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Réponse : (𝑢𝑣)′′ =𝑢′′𝑣+2𝑢′𝑣′+𝑢𝑣′′. En particulier, avec 𝑢(𝑡) = 𝑡𝑝 :
(𝑢𝑣)′′(𝑡) = 𝑝(𝑝 − 1)𝑡𝑝−2𝑣(𝑡) + 2𝑝𝑡𝑝−1𝑣′(𝑡) + 𝑡𝑝𝑣′′(𝑡) = 𝑡𝑝−2 ⒧𝑝(𝑝−1)𝑣(𝑡)+2𝑝𝑡𝑣′(𝑡)+𝑡2𝑣′′(𝑡)⒭ ; donc
(𝑢𝑣)′′(𝑡)−𝑢′′(𝑡)𝑣′′(𝑡) = 𝑡𝑝−2 ⒧𝑝(𝑝−1)𝑣(𝑡)+2𝑝𝑡𝑣′(𝑡)+ (𝑡2−𝑝(𝑝−1))𝑣′′(𝑡)⒭.
L’équation (𝑢𝑣)′′ =𝑢′′𝑣′′ équivaut donc à (𝐹) ∶ 𝑝(𝑝−1)𝑣(𝑡)+2𝑝𝑡𝑣′(𝑡)+ (𝑡2−𝑝(𝑝−1))𝑣′′(𝑡) = 0.
Posons 𝑣(𝑡) =

+∞

𝑛=0

𝑎𝑛𝑡𝑛, alors 𝑝(𝑝−1)𝑣(𝑡) =
+∞

𝑛=0

𝑝(𝑝−1)𝑎𝑛𝑡𝑛 ;

2𝑝𝑡𝑣′(𝑡) =
+∞

𝑛=1

2𝑝𝑛𝑎𝑛𝑡𝑛 =
+∞

𝑛=0

2𝑝𝑛𝑎𝑛𝑡𝑛.

𝑡2𝑣′′(𝑡) =
+∞

𝑛=2

𝑛(𝑛−1)𝑎𝑛𝑡𝑛 =
+∞

𝑛=0

𝑛(𝑛−1)𝑎𝑛𝑡𝑛

−𝑝(𝑝−1)𝑣′′(𝑡) =
+∞

𝑛=2

−𝑝(𝑝−1)𝑛(𝑛−1)𝑎𝑛𝑡𝑛−2 =
+∞

𝑛=0

−𝑝(𝑝−1)(𝑛+2)(𝑛+1)𝑎𝑛+2𝑡𝑛, donc finalement 𝑝(𝑝−

1)𝑣(𝑡)+2𝑝𝑡𝑣′(𝑡)+(𝑡2−𝑝(𝑝−1))𝑣′′(𝑡) =
+∞

𝑛=0

((𝑝(𝑝−1)+2𝑝𝑛+𝑛(𝑛−1))𝑎𝑛−𝑝(𝑝−1)(𝑛+1)(𝑛+2)𝑎𝑛+2) =
+∞

𝑛=0

(((𝑛+𝑝)(𝑛+𝑝−1))𝑎𝑛−𝑝(𝑝−1)(𝑛+1)(𝑛+2)𝑎𝑛+2).

Alors l’équation (𝐹) équivaut à 𝑎𝑛+2 =
(𝑛+𝑝)(𝑛+𝑝−1)

𝑝(𝑝−1)(𝑛+1)(𝑛+2)𝑎𝑛.
Il en résulte que l’ensemble des solutions DSE de (𝐹) est un plan vectoriel, engendré par
⋆ : 𝑢 paire, obtenue avec (𝑎0,𝑎1) = (1,0) (donc 𝑎2𝑝+1 = 0 par récurrence) ;
⋆ : 𝑣 impaire, obtenue avec (𝑎0,𝑎1) = (0,1) (donc 𝑎2𝑝 = 0 par récurrence).

Pour chacune de ces séries entières, 𝑎𝑛+2𝑧
𝑛+2

𝑎𝑛𝑧𝑛
= (𝑛+𝑝)(𝑛+𝑝−1)

𝑛(𝑛−1)
𝑧2

𝑝(𝑝−1) ∼
𝑧2

𝑝(𝑝−1) , donc en utilisant

le critère de d’Alembert, le rayon de convergence des séries définissant 𝑢 et 𝑣 est𝑝(𝑝−1).
Il est possible d’obtenir un expression générique des coefficients de 𝑢 et 𝑣 à l’aide de factorielles, mais ce
n’est pas demandé et peut-être pas utile.
Comme l’espace vectoriel des solutions est de dimension 2, il est identique à l’espace vectoriel de toutes les
solutions, donc les solutions de (𝐹) sont toutes DSE .

10∗ a) Résoudre sur ] − 1,1[ l’équation (𝐸) ∶ (1 − 𝑡2)𝑦′′ −3𝑡𝑦′ −𝑦 = 𝑡
√1−𝑡2

, sachant que 𝑦1(𝑡) =
1

√1−𝑡2
est

solution de l’équation sans second membre.
b) Déterminer les solutions développables en série entière de l’équation homogène

(𝐸ℎ) ∶ (1−𝑡2)𝑦′′−3𝑡𝑦′−𝑦= 0, et en déduire un développement en série entière de arcsin(𝑡)
√1−𝑡2

.
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Réponse :

a) méthode d’abaissement du degré : si 𝑦1(𝑡) =
1

√1−𝑡2
, alors 𝑦′1(𝑡) = − −2𝑡

2√1−𝑡23
= 𝑡
√1−𝑡23

et

𝑦1′′(𝑡) =
1

(1−𝑡2) 52
⒧⒧−32 ⒭(−2𝑡)𝑡 +1−𝑡2⒭ = 1+2𝑡2

(1−𝑡2) 52
, donc

(1−𝑡2)𝑦1′′(𝑡)−3𝑡𝑦′(𝑡)−𝑦1(𝑡) = ⒧1−𝑡2⒭−
3
2 ⒧1+2𝑡2−3𝑡2−(1−𝑡2)⒭ = 0.

Posons 𝑦 = 𝑦1 𝑧, alors 𝑦′ = 𝑦′1𝑧 + 𝑦1 𝑧′, et 𝑦′′ = 𝑦1′′𝑧 + 2𝑦′ − 1𝑧′ +𝑦1𝑧′′ ; alors (1 − 𝑡2)𝑦′′ − 3𝑡𝑦′ −𝑦 =
(1−𝑡2)𝑦1𝑧′′+(2(1−𝑡2)𝑦′−1−3𝑡𝑦1)𝑧′+0𝑧 =√1−𝑡2𝑧′′+⒧ 2𝑡

√1−𝑡2
− 3𝑡
√1−𝑡2

⒭𝑧′ = 0.

Finalement l’équation (𝐸ℎ), équation homogène associée à (𝐸), devient ((1 − 𝑡2)𝑧″ − 𝑡𝑧′ =
0. En posant 𝜔 = 𝑧′, l’équation homogène se ramène à (1 − 𝑡2)𝜔′ − 𝑡𝜔 = 0. Comme
 𝑡
√1−𝑡2

d𝑡 = −12 ln(1−𝑡2), donc 𝜔(𝑡) = 𝐶2
√1−𝑡2

, puis 𝑧(𝑡) = 𝐶2 arcsin(𝑡) + 𝐶1 et enfin

𝑦(𝑡) = 𝐶1
√1−𝑡2

+𝐶2
arcsin(𝑡)
√1−𝑡2

.

L’équation (𝐸), elle, se ramène à√1−𝑡2(𝑧′′− 𝑡
1−𝑡2 𝑧

′) = 𝑡
√1−𝑡2

puis 𝜔′− 𝑡
1−𝑡2𝜔 = 𝑡

1−𝑡2 .

Plutôt que d’avoir recours à la méthode de variation de la constante, remarquons que𝜔0 = 𝑐𝑡𝑒 = −1
est une solution particulière de cette équation, ce qui amène 𝑧0(𝑡) = −𝑡 puis 𝑦0(𝑡) =

−𝑡
√1−𝑡2

.

La méthode de variation de la constante consiste alors à poser 𝜔(𝑡) = 𝑘(𝑡)
√1−𝑡2

, donc l’équation de-

vient√1−𝑡2𝑘′(𝑡) = 𝑡
√1−𝑡2

, soit 𝑘′(𝑡) = −1
2

−2𝑡
√1−𝑡23

. On obtient alors 𝑘(𝑡) = 1
√1−𝑡2

+𝐶1, donc

𝜔(𝑡) = arcsin𝑡 + 𝐶1
√1−𝑡2

puis 𝑧(𝑡) =√1−𝑡2+𝑡 arcsin𝑡 +𝐶1 arcsin𝑡 +𝐶2 ;

Finalement 𝑦(𝑡) = −𝑡
√1−𝑡2

+𝐶1
arcsin𝑡
√1−𝑡2

+ 𝐶2
√1−𝑡2

.

b) recherche de solutions somme de série entière : Soit 𝑦(𝑡) =
+∞

𝑛=0

𝑎𝑛𝑡𝑛, alors
−𝑦(𝑡) =

+∞

𝑛=0

−𝑎𝑛𝑡𝑛

−3𝑡𝑦′(𝑡) =
+∞

𝑛=1

−3𝑛𝑎𝑛𝑡𝑛 =
+∞

𝑛=0

−3𝑛𝑎𝑛𝑡𝑛

−𝑡2𝑦′′(𝑡) =
+∞

𝑛=2

−𝑛(𝑛−1)𝑎𝑛𝑡𝑛 =
+∞

𝑛=0

−𝑛(𝑛−1)𝑎𝑛𝑡𝑛

𝑦″(𝑡) =
+∞

𝑛=2

𝑛(𝑛−1)𝑎𝑛𝑡𝑛−2 =
+∞

𝑚=0

(𝑚+2)(𝑚+1)𝑎𝑚+2𝑡𝑚

donc

(1−𝑡2)𝑦′′−3𝑡𝑦′−𝑦=
+∞

𝑛=0

((𝑛+2)(𝑛+1)𝑎𝑛+2+(−𝑛(𝑛−1)−3𝑛−1)𝑎𝑛)𝑡𝑛

=
+∞

𝑛=0

⒧(𝑛+2)(𝑛+1)𝑎𝑛+2−(𝑛+1)2𝑎𝑛⒭𝑡𝑛.

Donc les solutions de (𝐸ℎ) vérifient ∀𝑛 ∈ℕ,𝑎𝑛+2 =
𝑛+1
𝑛+2𝑎𝑛.

La solution impaire telle que 𝑎1 = 1 (et 𝑎0 = 0) est d’après la question a) 𝑡 ↦ arcsin(𝑡)
√1−𝑡2

; elle admet

un développement en série entière
+∞

𝑛=0

𝑎2𝑛+1𝑡2𝑛+1, avec
𝑎2𝑝+1
𝑎2𝑝−1

= 2𝑝
2𝑝+1 pour𝑝 ⩾ 1, donc

𝑛

𝑝=1

𝑎2𝑝+1
𝑎2𝑝−1

=

𝑛

𝑝=1

2𝑝
2𝑝+1 puis 𝑎2𝑛+1𝑎1

= (2𝑛𝑛!)2
(2𝑛+1)! . Finalement arcsin(𝑡)

√1−𝑡2
=

+∞

𝑛=0

(2𝑛𝑛!)2
(2𝑛+1)!𝑥

2𝑛+1.
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11 Résoudre 4(1−𝑥2)𝑦′′−4𝑥𝑦′+𝑦= 0 sur ]−1,1[ en utilisant un changement de variable 𝑥 = sin𝑡.∗
Indication : Exprimer d𝑦

d𝑥 et d2𝑦
d𝑥2 en fonction de cos(𝑡),sin(𝑡), d𝑦

d𝑡 , d2𝑦
d𝑡2 et écrire l’équation différentielle en

fonction de la variable 𝑡 et de l’expression 𝑦 (en fait 𝑦(𝑥)).
En déduire que les fonctions 𝑥↦ cos⒧arcsin𝑥2 ⒭ et 𝑥↦ sin⒧arcsin𝑥2 ⒭ sont développables en série entière sur
]−1;1[.

Réponse : Avec 𝑥 = sin(𝑡), d𝑥 = cos(𝑡)d𝑡 donc d𝑡
d𝑥 = 1

cos(𝑡) .

Alors d𝑦
d𝑥 = d𝑡

d𝑥
d𝑦
d𝑡 = 1

cos(𝑡)
d𝑦
d𝑡 , et

d2𝑦
d𝑥2 =

d𝑡
d𝑥

d𝑦
d𝑡 ⒧

1
cos(𝑡)

d𝑦
d𝑡 ⒭ =

1
cos(𝑡) ⒧

sin(𝑡)
cos2(𝑡)

d𝑦
d𝑡 +

1
cos(𝑡)

d2𝑦
d𝑡2 ⒭ =

sin(𝑡)
cos3(𝑡)

d𝑦
d𝑡 +

1
cos2(𝑡)

d2𝑦
d𝑡2

donc 4(1−𝑥2)d
2𝑦

d𝑥2 −4𝑥
d𝑦
d𝑥 +𝑦 = cos2(𝑡)⒧ sin(𝑡)

cos3(𝑡)
d𝑦
d𝑡 +

1
cos2(𝑡)

d2𝑦
d𝑡2 ⒭+

sin(𝑡)
cos(𝑡)

d𝑦
d𝑡 +𝑦 = 4d2𝑦

d𝑡2 +𝑦.
Donc les solutions de 𝐸 sur ]−1,1[ sont

𝑦 = 𝐴 cos 𝑡2 +𝐵 sin 𝑡
2 = 𝐴 cos⒧arcsin𝑥2 ⒭+𝐵 sin⒧arcsin𝑥2 ⒭, (𝐴,𝐵) ∈ ℝ2.

Cherchons les solutions de (𝐸) sous la forme 𝑦(𝑥) =
+∞

𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛. On trouve sur ] − 𝑅,𝑅[ : −4𝑥𝑦′(𝑥) =
+∞

𝑛=0

−4𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛, −4𝑥2𝑦′′(𝑥) =
+∞

𝑛=0

−4𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛𝑥𝑛, et 4𝑦″(𝑥) =
+∞

𝑛=2

4𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛𝑥𝑛−2 =
+∞

𝑚=0

4(𝑚 +

2)(𝑚 + 1)𝑎𝑚+2𝑥𝑚 ; alors 4(1 − 𝑥2)𝑦′′ − 4𝑥𝑦′ + 𝑦 =
+∞

𝑛=0

⒧4(𝑛+2)(𝑛+1)𝑎𝑛+2+(1−4𝑛+4𝑛−4𝑛2)𝑎𝑛⒭𝑥𝑛 =
+∞

𝑛=0

(4(𝑛+2)(𝑛+1)𝑎𝑛+2+(1−2𝑛)(1+2𝑛)𝑎𝑛)𝑥𝑛.

On endéduit que𝑦(𝑥) =
+∞

𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛 est solutionde 4(1−𝑥2)𝑦′′−4𝑥𝑦′+𝑦= 0 si et seulement si,∀𝑛 ∈ℕ, 4(𝑛+
1)(𝑛+2)𝑎𝑛+2 = (2𝑛−1)(2𝑛+1)𝑎𝑛.
(𝑎0,𝑎1) = (1,0) définit donc une solution de 4(1 − 𝑥2)𝑦′′ −4𝑥𝑦′ +𝑦 = 0 sous forme de série entière paire
(avec 𝑦(0) = 1) ; de même, (𝑎0,𝑎1) = (0,1) définit une solution de 4(1−𝑥2)𝑦′′−4𝑥𝑦′+𝑦 = 0 sous forme de

série entière impaire (avec 𝑦′(0) = 1). Puisque 𝑎𝑚+2𝑥2𝑚+2

𝑎𝑚𝑥2𝑚
= 4𝑛2−1
4(𝑛+1(𝑛+2)𝑥

2 ∼ 𝑥2, le critère de d’Alembert
donne pour les deux séries un rayon de convergence égal à 1.
D’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, on peut identifier sur ]−1;1[ les sommes de ces deux séries avec
les fonctions 𝑥↦ cos⒧arcsin𝑥2 ⒭ et 𝑥↦ sin⒧arcsin𝑥2 ⒭

12 On considère l’équation différentielle 4𝑡𝑦′′+2𝑦′−𝑦= 0.∗
a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la suite (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ pour que 𝑦(𝑡) =

+∞

𝑛=0

𝑎𝑛𝑡𝑛 soit une

solution de (𝐸).
Déterminer une solution 𝑢 de (𝐸) développable en série entière, telle que 𝑢(0) = 1.
On fournira une expression explicite de 𝑢(𝑡) pour 𝑡 ⩾ 0, et une expression pour 𝑡 ⩾ 0.
Toutes les solutions de (𝐸) sont-elles développables en série entière?

b) Pour 𝑡 > 0, montrer que 𝑦(𝑡) = ch ⒧√𝑡⒭𝑧(𝑡) est solution de (𝐸) si, et seulement si, 𝑧′ est solution d’une
équation du premier degré que l’on précisera.

c) Résoudre (𝐸) sur ℝ∗+ à l’aide du changement de variable 𝑡 = 𝑥2.
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Réponse :

a) Si 𝑦(𝑡) =
+∞

𝑛=0

𝑎𝑛𝑡𝑛 (série entière de rayon de convergence 𝑅, alors pour 𝑡 ∈] − 𝑅;𝑅[ :

𝑦′(𝑡) =
+∞

𝑛=1

𝑛𝑎𝑛𝑡𝑛−1 =
+∞

𝑝=0

(𝑝 + 1)𝑎𝑝+1𝑡𝑝 en posant 𝑝 = 𝑛 − 1, et 𝑦′′(𝑡) =
+∞

𝑛=1

𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛𝑡𝑛−2

donc 4𝑡𝑦′′(𝑡) =
+∞

𝑛=1

4𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛𝑡𝑛−1 =
+∞

𝑝=0

4𝑝(𝑝 + 1)𝑎𝑝+1𝑡𝑝, donc 4𝑡𝑦′′ + 2𝑦′ − 𝑦 =
+∞

𝑛=0

(2(𝑛+1)𝑎𝑛+1+4𝑛(𝑛+1)𝑎𝑛+1−𝑎𝑛)𝑡𝑛 =
+∞

𝑛=0

((2𝑛+1)(2𝑛+2)𝑎𝑛+1−𝑎𝑛)𝑡𝑛.

L’équation (𝐸) est donc équivalente à la relation de récurrence 𝑎𝑛+1 =
1

(2𝑛+1)(2𝑛+2)𝑎𝑛, ce qui

donne par une récurrence facile sur 𝑛 ∈ℕ : 𝑎𝑛 =
𝑎0

(2𝑛)! .

Avec la condition initiale 𝑎0 = 1, on trouve alors 𝑢(𝑡) =
+∞

𝑛=0

𝑡𝑛
(2𝑛)! (avec un rayon de convergence

infini).
Pour 𝑡 ⩾ 0, un changement de variable 𝑡 = 𝑥2 donne 𝑢(𝑡) = ch(𝑥) = ch(√𝑡) ; pour 𝑡 ⩽ 0, 𝑡 = −𝑥2

donne 𝑢(𝑡) =
+∞

𝑛=0

(−1)𝑛 𝑥2𝑛
(2𝑛)! = cos𝑥 = cos√−𝑡.

L’ensemble des solutions de (𝐸) développables en série entière est une droite vectorielle, donc stric-
tement incluse dans le plan vectoriel des solutions de (𝐸).

b) Remarquons que 𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡)𝑧(𝑡), donc sur ℝ∗+ : 𝑦′ = 𝑢′𝑧 + 𝑢𝑧′ et 𝑦′′ = 𝑢′′𝑧 + 2𝑢′𝑧′ + 2𝑢𝑧′′ ; ainsi
4𝑦′′+2𝑦′−𝑦= 4𝑡𝑢𝑧′′+(8𝑡𝑢′+2𝑢)𝑧′+(4𝑢″+2𝑢′−𝑢)𝑧 = 4𝑡𝑢𝑧′′+(8𝑡𝑢′+2𝑢)𝑧′.
Or𝑢′(𝑡) = sh(𝑡)

2√𝑡
, donc l’équation (𝐸) se ramène à 2𝑡 ch(√𝑡)𝜔′+(ch(√𝑡)+2𝑡√𝑡 sh(√𝑡))𝜔 = 0

en prenant 𝑧′ =𝜔.

c) Avec le changement 𝑡 = 𝑥2 : d𝑡 = 2𝑥d𝑥 donc d𝑦
d𝑡 = d𝑥

d𝑡
d𝑦
d𝑥 = 1

2𝑥
d𝑦
d𝑥 , puis

d2𝑦
d𝑡2 =

d𝑥
d𝑡

d
d𝑥 ⒧d𝑦d𝑡 ⒭ =

1
2𝑥 ⒧

−1
2𝑥2

d𝑦
d𝑥 + 1

2𝑥
d2𝑦
d𝑥2 ⒭ ; donc

4𝑡d
2𝑦

d𝑡2 = 4𝑥2 d
2𝑦

d𝑡2 = −1
𝑥

d𝑦
d𝑥 + d2𝑦

d𝑥2 , donc 4𝑡d
2𝑦

d𝑡2 + 2d𝑦
d𝑡 − 𝑦 = d2𝑦

d𝑥2 − 𝑦, donc l’équation

(𝐸) devient d2𝑦
d𝑥2 − 𝑦 = 0, dont les solutions sont 𝐴 cos𝑐ℎ(𝑥) + 𝐵 sh(𝑥) soit sur ℝ+ :

𝑡 ↦𝐴 cos𝑐ℎ(√𝑡)+𝐵 sh(√𝑡), (𝐴,𝐵) ∈ ℝ2 .

On retrouve la solution 𝑢, complétée par 𝑣 ∶ 𝑡 ↦ sh(√𝑡), qui n’est pas DSE en 0.
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