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PT Exercices sur les intégrales à paramètre 2024/2025

feuille No 9

1 Pour 𝑛 ∈ℕ∗, on pose 𝐼𝑛 =
1

0

d𝑢
1+𝑢𝑛 ; on considère la fonction définie sur ℝ∗+ par 𝐹1(𝑥) =

𝑥

0

d𝑡
𝑡𝑛+𝑥𝑛 .+

a) Montrer que 0 ⩽ 1−𝐼𝑛 ⩽
1

𝑛+1 et en déduire la limite de 𝐼𝑛 quand 𝑛 tend vers +∞.
b) Effectuer dans l’intégrale 𝐹1(𝑥) le changement de variable 𝑡 = 𝑥𝑢 ; en déduire que 𝐹1(𝑥) = 𝑥1−𝑛 𝐼𝑛.

Que vaut lim
𝑛→+∞

𝐹1(𝑥)?
•

2 Soit la fonction définie par 𝐹2(𝑥) =
+∞

0

arctan(𝑥𝑡)−arctan𝑡
𝑡 d𝑡 ;+

a) Montrer que cette fonction est définie pour 𝑥 > 0.
Indications : en 0, chercher un équivalent de arctan(𝑥𝑡)−arctan𝑡 quand 𝑡 tend vers 0 ;

en +∞, utiliser arctan 1
𝑢 = 𝜋

2 −arctan𝑢.
b) Étudier la dérivabilité de 𝐹2 sur ℝ∗+ et le signe de 𝐹2(𝑥) pour 𝑥 > 0.
c) Calculer 𝐹′

2(𝑥) puis 𝐹2(𝑥) pour 𝑥 > 0 à l’aide des fonctions usuelles.
•

3 On considère la fonction définie sur ℝ+ par 𝐹3(𝑥) =
+∞

0

e−𝑡𝑥
1+𝑡 d𝑡.+

a) Montrer que 𝐹3 est𝒞1 sur ℝ∗+.
b) Montrer : lim

𝑥→+∞
𝐹3(𝑥) = 0 et∀𝑥 ∈ ℝ∗+, 𝐹′

3(𝑥)−𝐹3(𝑥) =
−1
𝑥 . En déduire que∀𝑥 ∈ ℝ∗+, 𝐹3(𝑥) = e𝑥

+∞

𝑥

e−𝑡
𝑡 d𝑡.

c) À l’aide d’une intégration par parties, montrer que ∀𝑥 ∈ ℝ∗+, 𝑥𝐹3(𝑥) = 1−
+∞

0

e−𝑡𝑥
(1+𝑡)2 d𝑡 et en déduire

un équivalent de 𝐹3(𝑥) en +∞.
•

4 On considère les fonctions définies par 𝑓4(𝑥,𝑡) =
1

(1+𝑡2)(1+𝑡𝑥) et 𝐹4(𝑥) =
+∞

0

d𝑡
(1+𝑡2)(1+𝑡𝑥) .∗

a) En remarquant que 0 ⩽ 1
1+𝑡𝑥 ⩽ 1 pour tous (𝑡,𝑥) ∈ ℝ+×ℝ, montrer l’existence de 𝐹4(𝑥) pour tout réel 𝑥.

Montrer que 𝐹4 est continue sur ℝ.

b) Montrer l’existence de l’intégrale 𝐴 =
+∞

0

| ln𝑡|
1+𝑡2 d𝑡.

Montrer que 𝐹4 est𝒞1 sur ℝ, et exprimer 𝐹′
4(𝑥) comme une intégrale.

Indication : on pourra utiliser les inégalités 0 ⩽ 𝑡𝑥
1+𝑡𝑥 ⩽ 1 et 0 ⩽ 1

1+𝑡𝑥 ⩽ 1, et la convergence de 𝐴.

c) À l’aide du changement de variable 𝑢 = 1
𝑡 , trouver une expression simple de 𝐹′

4(𝑥). En déduire la valeur

des intégrales 𝐹4(2) =
+∞

0

d𝑡
(1+𝑡2)2 et 𝐹4(𝜋) =

+∞

0

d𝑡
(1+𝑡2)(1+𝑡𝜋) .

•
5 Soit 𝑓5 la fonction définie par 𝑓5(𝑥,𝑡) =

arctan(𝑥𝑡)
1+𝑡2 , et 𝐹5(𝑥) =

+∞

0
𝑓5(𝑥,𝑡)d𝑡.+

a) Montrer que 𝐹5 est définie et impaire sur ℝ. Montrer que 𝐹5 est continue sur ℝ.

b) Montrer que 𝜕𝑓5
𝜕𝑥 = 𝑡

(1+𝑡2)(1+𝑡2𝑥2) =
1

1−𝑥2 ⒧
𝑡

1+𝑡2 −
𝑡𝑥2

1+𝑡2𝑥2 ⒭.

À l’aide de l’inégalité 0 ⩽ 𝑢
1+𝑢2 ⩽

1
2 , montrer que pour 𝑡 > 0, 0 ⩽ 𝜕𝑓5

𝜕𝑥 ⩽ 1
𝑥

1
2(1+𝑡2) .

Montrer que 𝐹 est 𝒞1 sur ℝ∗+, et exprimer 𝐹′
5(𝑥) pour 𝑥 > 0 comme une intégrale, puis sans symbole

intégrale.

c) Montrer que pour tout 𝑥 ∈ ℝ, 𝐹5(𝑥) =
𝑥

0

ln |𝑢|
1−𝑢2 d𝑢.

En déduire que
1

0

ln |𝑢|
1−𝑢2 d𝑢 =

𝜋2
8 .
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•
6 Pour 𝑘 ∈ℕ, montrer que

1

0
𝑡2𝑘 ln𝑡d𝑡 converge et vaut −1

(2𝑘+1)2 .+

En déduire que
1

0

ln |𝑢|
1−𝑢2 d𝑢 =

+∞

𝑘=0

−1
(2𝑘+1)2 .

•
7 Pour 𝑥 ∈ ℝ, on pose 𝐺(𝑥) =

1

0

e−𝑥2(1+𝑡2)
1+𝑡2 d𝑡 et𝐻(𝑥) =

𝑥

0
e−𝑡2d𝑡.+

a) Montrer que𝐻 est𝒞∞ sur ℝ, et que 𝐺 est continue sur ℝ et de classe 𝐶1 sur ℝ+.
Calculer𝐻 ′(𝑥) et 𝐺′(𝑥) pour 𝑥 > 0. (on exprimera 𝐺′(𝑥) sous forme d’une intégrale).

b) Montrer que 𝐺+𝐻2 est une fonction constante sur ℝ+, constante que l’on déterminera.

c) Montrer que lim
𝑥→+∞

𝐺(𝑥) = 0, et en déduire que
+∞

0
e−𝑡2d𝑡 = √𝜋

2 .

•
8 Soit (𝑎,𝑏) ∈ (ℝ∗+)2, on considère la fonction 𝐹8 définie par 𝐹8(𝑥) =

+∞

0

e−𝑎𝑡 −e−𝑏𝑡
𝑡 cos(𝑥𝑡)d𝑡.∗

a) Déterminer l’ensemble de définition de 𝐹8.
b) À l’aide d’une intégration par parties judicieuse, montrer que lim

𝑥→+∞
𝐹8(𝑥) = 0.

c) Montrer que 𝐹8 est dérivable sur son ensemble de définition et calculer 𝐹′
8(𝑥) comme une intégrale.

d) En déduire une expression explicite de 𝐹′
8(𝑥), puis de 𝐹8(𝑥).

•
9∗ a) Montrer la convergence, pour 𝑥 ∈ ℝ∗, de 𝐹9(𝑥) =

𝑥

−𝑥

d𝑡
√(1+𝑡2)(𝑥2−𝑡2)

.

b) Si 𝑥 > 0, effectuer le changement de variable 𝑡 = 𝑥.𝑢 dans 𝐹9(𝑥), et en déduire que pour tout 𝑥 ∈ ℝ,

𝐹9(𝑥) = 𝐺(𝑥) =
1

−1

d𝑢
√1+𝑥2𝑢2√1−𝑢2

.

Montrer que 𝐺 est continue sur ℝ, paire, monotone sur ℝ+, et que lim
𝑛→+∞

𝐺(𝑛) = 0.
c) Montrer que 𝐹9 admet une limite en +∞, et en 0, et préciser ces limites.
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