Maths — PT  exercices sur les intégrales & paramétre : feuille 9 (solutions) Lycée Mandela 2024/2025

PT Exercices sur les intégrales a parametre (solutions) 2024/2025
1 d o dt
(= Pour n € N*, on pose I, = fo ﬁ ; on considere la fonction définie sur R} par F;(x) = fo prgpl

a) Montrerque0<1-1, < 1 et en déduire la limite de I,, quand » tend vers +oco.

b) Effectuer dans l'intégrale F,(x) le changement de variable ¢ = x u; en déduire que F,; (x) = x'™" I,,.
Que vaut liIP F(x)?
n—+oo

Réponse :

1 un
a)ll—fl— fl— u:f du
1+u" 1+ u” o 1+u"

1
< u”, parintégration: |0<1-1, sf udu =
0

1
n+1

Comme0 < donc lim 1-1I, =0(théo-
1 n—+oo

+u”

réme d’encadrement): | lim I, =1
n—+oo

b) Le changement de variable linéaire ¢ = x u transforme l'intervalle [0, x] en [0, 1], et dt = xdu donc

L X x (' du
FI(X)ZJ(; mduzx—n b 1+ 2 dOIlC Fl()C) In .

0 six>1

Comme lim I,=1,F(x) ~ x'"donc lim F(x)=<1 six=1
n—+oo nh—+o00 n—+oo
+oo si0<sx<l1

+o0 grctan (xt) — arctan ¢

= Soit la fonction définie par F,(x) = fo ; dt;

a) Montrer que cette fonction est définie pour x > 0.

Indications : en 0, chercher un équivalent de arctan (x¢) — arctan ¢ quand ¢ tend vers 0;
1 T

en +oo, utiliser arctan — = E —arctan u.
u

b) Etudier la dérivabilité de F, sur R* et le signe de F,(x) pour x > 0.
c) Calculer F,(x) puis F,(x) pour x > 0 a l'aide des fonctions usuelles.

Réponse :

a) Il s’agit de montrer la convergence de 'intégrale F,(x) pour x > 0.

arctan (xt) —arctan ¢ . . 3 . .
Pourx >0,g,:t— " est continue sur |0, +oo, et de signe constant, égale a celui

de x — 1; on peut remarquer que g, =
xt+0,_o(t)— (¢ + Otao(t)) (x —1)t +0,_(7)

De plus, g, () = =x—1+0,_(1), donc g, est pro-

longeable par continuité en 0 en posant g,.(0) = x — 1 gx est intégrable sur ]0,1].
7
Enfin, en utilisant 'identité arctan u = 5 arctan — (pour u>0):
u

x—1

1(n 1 /4 1 1 1 1
g.(t) = —| - —arctan — — [ — —arctan— || = — [arctan — — arctan —
t\2 Xt 2 t t t

d’apres le calcul
Xt

t—+oo X2
précédent.

1
Comme g, (t) = @’t_,ﬂ,o(t ) g, estintégrable sur [1, +oo].

0 (arctan(xt)— arctant 1 t
b) Pour tout t > 0, x — t) est dérivable sur R} et —( ) = - (—) =
) &(1) 7 ox t 1+ x2¢2

————, qui est clairement continue par morceaux sur |0, +oo].
1+ x2¢t?
. 08,(1)

x>0

=1, ce qui sonne le glas de toute hypothése de domination sur R .

08, (1)
0x

Cependant, soit [a, b] unsegmentde R} : b > a > 0, alors sup
x€la,b]

intégrable sur R} : hypothése de domination sur tout segment de R}.

1
=g,(t) = 1o a2’ fonction
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L de
Py . 2. * ! —
Réponse: F, estdonc dérivable surR;, et |VxeR,, F,(x) = fo Te22

Enfin, comme arctan est croissante sur R, , arctan (xt) — arctan(t) a le signe de x — 1, donc par intégration
F,(x) ale signe de x — 1.

¢) Un changement de variable linéaire et strictement croissant u = x t donne, pour x > 0:

to 1 du 1 b/ 4
F}(x :f — = —[arctan(u)]®° = —,
2(%) o l+u? x x[ (Wlo 2x

7
puis, en tenant compte de la valeur F,(1) =0: | F,(x) = = Inx.

—tx

dz.

+00
= On consideére la fonction définie sur R, par F;(x) = fo o7

a) Montrer que F; est €' sur R.
-1 +00 e—t
b) Montrer : lirP F;(x)=0etVx e R}, F;(x) — F;(x) = —. En déduire que Vx € R}, F3(x) = e"f e dz.
X—+00 X X
—tx

< +00 e
c¢) Al'aide d'une intégration par parties, montrer que Vx € R}, xF3(x) =1 — f m dt et en déduire

un équivalent de F;(x) en +oo.

=iXx =i

Réponse :
e
a) fi(x,)):it— fi(x,8) = Y est continue sur R, pour tout x € R, et fz(-, ¢) : x — f3(x,t) = T

continue sur R, pour toutt € R,.
e—tx
De plus, si x >0, alors 0 < o

est

; < e ™ donc f;(x,-) estintégrable sur R, ..

e—tx
Soit (a, b) € (R%)?, b >a >0, alors Vx € [a,b],Vt €R,, 0< 7 @

sur R : ceci constitue une hypothése de domination pour f; sur tout segment de R}.

<e * etr— e * estintégrable

) eftx _teftx
De plus, f;(-, 1) est €' sur R, pourtoutt€R+,eta—(l+t == est continue sur R;
x

te—tx
Soit (a,b) € (R*)?,b>a >0,alorsVx € [a,b],Vt€R,, 0< T <e *, ett— e estintégrable

sur R : ceci constitue une hypothése de domination pour 6_3 sur tout segment de R}.
x

—te *

1+1¢

+00
F; est €' surR}, et Fj(x) = f dr.
0

e—tx

1+¢
d’encadrement permet d’en déduire que lirp F;(x) =0.
X—+00

+00 1
b) Pourt =0etx > 0,0 < < e~ ™ donc par intégration 0 < F;(x) < f dr = —. Le théoreme
0 X

toog™lX  peTiX too -1
D’apreés le calcul plus haut, Fi(x) — Fa(x :f — dt:f —e " dt = — pourx >0.
p p 3(x) — F3(x) 1+ 141 | TP
e_t +00 e—t
t— e est positive et un o0, ,(e”*), donc intégrable sur R} ; donc ¢ : x — e* f — dt existe.
X

! X oo e_t X e_x 1 : !
@'(x)=¢e f —dr+e*|—— | = ¢(x) — — donc ¢ est une solutionde y' —y = —.
x t X X X
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E On considere les fonctions définies par f,(x,t) =

Réponse:
+00

1 1 L1
Deplus,commeOs;s—pourtzx,Osw(x)se —f
X X

1
e "dr=~donc lim ¢(x)=0.
b X X—+00

On peut donc identifier F; et ¢ comme unique solution de y’ — y = — qui admet une solution finie en +oo.
x

u'(t) =xe™ w(t)=—-e*
¢) Posons en vue d'une intégration par parties : 1 ; -1
v(t)= — v(t)= ——;
1+t 1+1)

Xt

Comme uv(t) = — admet une limite (nulle) en +oo, on peut écrire que

1+1¢
+00 , _e—Xt o +00 d +00 e—tx
xezf uv(t)de = —f uv(t tzl—f dz.
3(*) 0 (1) [1+t]0 0 (1) o (1+1)?
e tx —tx too a—txX

Comme 0 £ ——— < —— pour tout t € R, lim —— df = 0donc lim xF;(x) =1et

(1+2)2 1+t x—+ooJo  (1+41¢)? x—-+o0

1
)

+00
et F,(x) =f dr
0

(1+2)(1+1) (1+£2)(1+¢tx)

a) Enremarquant que 0 < 1 < 1 pour tous (£, x) € R, xR, montrer 'existence de F,(x) pour tout réel x.

+ 1

Montrer que F, est continue sur R.

+ |Int
| |dt.
1+¢t2

Montrer que F, est €' sur R, et exprimer F,(x) comme une intégrale.
X

b) Montrer I'existence de I'intégrale A = f
0

<let0<
+ ¥ 1+1*

Indication : on pourra utiliser les inégalités 0 < 1 < 1, et la convergence de A.

S 1
¢) Alaide du changement de variable u = > trouver une expression simple de F,(x). En déduire la valeur
dt

+00 dt +00
des intégrales F,(2 =f —— etF, =f —_—.
esintégrales Fy(2) = | (e RO | i myae

Réponse :

1
a) 0< TN <1ldoncO< fi(x) < 32 ce qui garantit 'intégrabilité de la fonction f, sur R, .
Ceci constitue également une hypothése de domination, donc comme x — = est continue sur
R pour tout t € R, ‘ F, est continue sur R ‘
[Int| . " *
b) h:t— 2 est continue et positive sur R} .

Pour ¢ €]0;1], h(t) <Int donc h est intégrable sur ]0; 1].

De plus h(t) =0, ( ), donc h est intégrable sur [1; +ool.

t3/2

- o |Int|
Ainsi |A = f dt converge |.
0

1+12
x — fi(x,t) admet une dérivée partielle continue par rapporta x :
ofy 1 or* -1 In(z)t* _=Inz " 1
0x 1412 0x (1+t%)2 (Q+2)A+t%)2 1+621+tX1+1%
0fs

On constate que

I < h(t), ce qui constitue une hypothése de domination .
X

+00 1 t l'x
Alors |F,est €' surR| et |Fj(x)= _f n(1) dr.
o (1+12)(1+1%)?
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1
Réponse : c) Dans l'intégrale définissant F,(x), on effectue le changement de variable et €* u = > dé-

—du Intt* —In(u)L —In(u)u*
croissant de R} dans lui-méme : dr = —— et > 5 = () 5 = (w) =
u (I+2)A+7)? 1+ L)1+L) @?0+u®)Q+ur)
donc o ! . q . | ;
—Inuu —du o nuu
F'(x :_f :f du = —F](x), etenfin | F,(x) =0 |pour tout
e +oo U2 (14 u?) (1+u*)® u? o (L+u?)(1+u*)? 4(x) p
x eR.
Mais F,(0) dt Iz _7 ce qui amene
1 =— =——=—,
4 20+2) 22 a4
E,(2) _f+°° dr 7 et F,() _f+°° dt T
BT 224 Y T +)Q+tr) 4

Soit f; la fonction définie par f;(x,t) =

b) Montrer que — =

arctan (xt) +o0
th,et&(x):fo f5(x,t)dt.

a) Montrer que F; est définie et impaire sur R. Montrer que F; est continue sur R.

afs t l(t txz)

1+£2  1+2x2

ox  (+2)(1+2x%) 1-x2
N u 1 0 1 1
Alaide de I'inégalité 0 < —— < —, montrer que pour ¢ >0, 0 < ﬁ S ———.
1+u? 2 0x  x2(1+1¢32)
Montrer que F est €' sur R%, et exprimer F;(x) pour x > 0 comme une intégrale, puis sans symbole
intégrale.

* In|u|
¢) Montrer que pour tout x € R, F5(x) = 2 du.
0o 1-u
Uln|u n?
En déduire quef [l du=—.
0o 1—u? 8
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Réponse:

a) Pour tout x € R, f;(x,.) est continue et positive sur R, et V(x, ) € R%,0 < f(x,1) < T2

—

D est intégrable sur R, f;(x,.) est intégrable sur R, .

De plus, pour tout (x,¢) € R, 5(—x,t) = —f;(x,¢) donc aprés intégration pour ¢ décrivant R,,
F5(—x) = —F5(x).

b) La fonction x — f;(.,¢) est continue pour tout x € R, et la majoration |f;(x, t)| < > estune hy-

pothése de domination , donc ‘ F; est continue sur R ‘

0 1 Odarctan(xt 1 X
c) f;est€" 9 _ (1) _ )
ox 1+1? ox 1+121+x2¢t?
¢ rx* ¢ t
- = 1+ 2% - x*(1+12))=(1-x2
1+12 1+1t2x2 (1+t2)(1+x2t2)( ( )= )(1+t2)(1+t2x2)
u 1 Xt 1 1
1+u?>-2u=0,0< < =, donc pour tout (x,1) ER?, 0 < ——— < ,501t0\£ —_—
1+u2 2 1+x22 2 ox 2(1+1t2)
Ceci constitue une hypothése de domination , donc F; est de classe €' sur R, et Vx € R,
t rx*
Fl(x f dz
(x) = (1+t2 1+t2x2)

A ] t tx? 1 At A px?
Soit A > 0, alors f - dt = —— f dt—f ———dt| =
0 x2—1(1+t2 1+t2x2) xz—l(o 1+ ¢2 o 1+12x2

1 1 1+A?
2(x2—([ln(1+t )]0 —[In(1+x*r*)], ) 22 D) n1+tczA2'
In|x

—x|2 pour x € R} ~{1}.
|ul

> du (sauf peut-étre en
—u

En faisant tendre A vers +oo, on trouve alors F;(x) = |

d) F; estde classe €' sur R, s'annule en 0 et ala méme dérivée que x — f
0

1n|u|

—1,0,1), on trouve |VxeR, F5(x)= f >du

xl +00 t t
Alorsf _nlul du=F5(1)=f CrEtLy) an( )dt
o 1—u? 0

1+1¢2
1 arctan (¢ 1d +oo grctan (¢
Or arctan’(t) = ——, donc rstan() = ——(arctant®), donc / —()dt =
1+1¢2 1+ 12 2 dt 0 1+ 2
1 w2 Uln|u w?
—(arctant)?| = —,donc f ul du=—
2 0 8 o 1—u? 8
6 :
S Pour k € N, montrer que f t“*Intdt converge et vaut ———.
d 8 2k+1)?
1 ln|u|
En déduire que f
“e )y 1o Z (2k n 1)2
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Réponse : Si k = 0, In est réputé intégrable sur ]0,1[. Si k € N*, alors t — 2K In t est prolongeable en une

fonction continue sur [0, 1], donc est intégrable sur ]0, 1].
t2k+1

W)=k |u(t)=
v(t)=lnt U,(t)z

Posons en vue d’'une intégration par parties : { +1

~ | =N
RA

Alors uv(t) = 2 ;k_:ll In ¢t est prolongeable par continuité sur [0,1] en posant u v(0) = 0, donc le crochet
[ulv]é existe et vaut ? :t2k+1 1 1
fo tZklntdt:O_fo k10T 2k+1 (2k+1)2
Comme f, : ¢ — £2¥In ¢ est négative sur |0, 1],[0 fo(0)ldz = —fo 1)t = 1)Z,dO | L (0)1de
converge
De plus, ka(t) tz pout tout  €]0,1[ :

+00 _1 1 +oo

+oo pl
Le théoreme d’intégration terme a terme donne alors ) [ fi.(£)dt = ) T =
k=00 =0 (2k +1)

1 l t 1 l +00 -1
f dt donc finalement : f nu| du = —_—
o 1—1¢ 0 1_u2 k=0 (2k+1)2

Y fi(p)de =
0 k=0

—x2(1+12%)

1
Pourxe[R,onposeG(x)zf TdtetH(x) f - dg.
0

a) Montrer que H est €™ sur R, et que G est continue sur R et de classe C' sur R,.
Calculer H'(x) et G'(x) pour x > 0. (on exprimera G'(x) sous forme d'une intégrale).
b) Montrer que G + H? est une fonction constante sur R, constante que 'on déterminera.

+00 b4
¢) Montrer que liIP G(x) =0, et en déduire quef e dt = \/T_
X—+00 0
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Réponse:

a) Montrer que H est €™ sur R, et que G est continue sur R et de classe C! sur R, .
Calculer H'(x) et G'(x) pour x > 0. H est €*° comme primitive d'une fonction de classe € :  —
e . Alors |H'(x)=e* |.
—x2(1+1%)
g(x,):t—g(x,t)= BT est continue sur [0, 1] pour tout x € R, donc intégrable sur [0, 1].
9g(x, 1) e ()

g(,t):x — g(x,1t) est de classe €' sur R pour tout ¢ € [0,1], et & —2x(1+ tz)v =

_2xe—x2(1+t2)‘

og(x,t
Soit [—a, a] c R, alors pour tout (x, t) € [a, b] x[0,1], % < 2a,lafonction constante de valeur

2a étant intégrable sur [0, 1], ce qui constitue une hypothése de domination .
Finalement, G est de classe € sur tout segment de R, donc sur R, et pour tout x e R :

1 1
G'(x) =f —2xe et = —2xe"‘2f e dr |,
0 o

b) G+ H? estde classe €' sur R, de dérivée
1 X
(G+H?(x) = G'(x) + 2H@)H'(x) =2 [—x [ e*"dr+ [ edul.
0 0

Si x # 0, on peut avoir recours a un changement de variable strictement monotone u = xf :

1 X
xf e dr = f e~ du, donc (G + H2)'(x) = 0 si x # 0. On remarque de plus : (G + H2)'(0) = 0.
0 0

Lo de 7
Ainsi G + H? est une fonction constante sur R, , de valeur | G(0)+H(0)?> = G(0) = f il
0
—x%(1+£%) e—x2
¢) Comme 0 < T2 < YD pour tout x > 0 et ¢ € [0, 1], on obtient par intégration : 0 < G(x) <
L dt =
e f = —e* donc lim G(x) = 0 par encadrement.
o 1+ t2 4 X—+00

+00 +0o T
Alors % = xlirp (G(x)?>+H(x)) = ([ e_’zdt) +0, soit f e dt = £ |
—+00 0 0

t —bt

+00 @74l _ o
* Soit (a, b) € (R%)?, on considere la fonction Fy définie par Fg(x) = j(; — cos(xt)dt.
a) Déterminer I'ensemble de définition de Fj.
b) Alaide d’une intégration par parties judicieuse, montrer que lirP Fg(x) =0.
X—+00

c) Montrer que F est dérivable sur son ensemble de définition et calculer Fg(x) comme une intégrale.
d) En déduire une expression explicite de Fz(x), puis de Fg(x).
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Réponse:

a) Quitte a échanger a et b, supposons que 0 < a < b (si b = a, F; est nulle).

e @t _ e—bt e—at _ e—bt e @t _ e—bt
cos(xt)| < — Vit~ — est positive et continue sur 0, +oof, et
1—at—(1-Dbt)+o0,_,(t . .
w(t)= ( . ) +0i-0(1) = (b—a)+ o(t), donc ¥ est prolongeable en une fonction conti-
nue sur R, .
e—at
w(t) < = 0ioo (e7?"), donc v est intégrable sur [1 + ool.
‘ Pour tout x € R, Fg(x) est définie ‘ comme intégrale absolument convergente.
ae—at _ be—ht e—at _ e—ht
b) v est DSE, donc de classe € en 0; elle est donc 6" sur R, avec /() = — ; = 2
sin (xt)
u'(t) = cos(xt u(t) =
Posons en vue d'une IPP{ () (xt) ; (®) ;
v(t) =y (1) v'(t) =vy'(1)

sin(xt) | 1 [t | )
uv(t) = w(t)T s’annule en 0, et tend vers 0 en +oco, donc Fg(x) =0— ;f w'(t)sin(xt)dz.
0

Lintégrabilité de ¢’ sur R, montre que, Vx € R,

foou/’(t)sin(xt)dt‘ s[ |w'|(£)dt = M, donc
0 0

M
|Fg(x)| < — etfinalement | lim Fg(x)=0.
X X—+00

—at —bt

e e
¢) Pourtout t € R}, x — — cos(xt) est €' sur R, et

—at -bt

9 (et —e Pt e e
cos(xt)| = f(—tsin(xt)) =e P sin(xt) —e * sin(xt).

ox
Cette dérivée partielle est clairement continue sur R .

) e—at _ e—bt
a fsln(xt))

intégrable, donc ceci constitue une hypothése de domination .

De plus, soit [A,B] c R%; Vx € R, Vi € R, <e b 4 e % <27 qui est

+00
F; est de classe € sur tout segment de R, , donc sur R}, et | Fy(x) = f (e7P* —e=")sin (x¢)dt |.
0

+00
d) f e “’sin (xt)dr est la partie imaginaire de I'intégrale absolument convergente
0
o

oo .
f e—atelxtdt =
U 0

1
tégration : Fy(x) = > (In(p*+x*)-In(a*+x*))+C,CeR.

—a+i +00 . _ g +00

e( a+ix)t ((1+ zx)e atelxt ) X )

_— =|— donc Fg(x) = —— — ———;, et parin-
ix—a a*+ x? b2 +x? a?+x?

0

1
Alors C = lim Fy(x), donc C =0; on en tire que | Fg(x) = E(ln(b2+x2)—ln(az+x2)) !
n—+oo

En particulier F3(0) = In(b) —In (a).

dt

VO+ ) (x2-12)

b) Six > 0, effectuer le changement de variable ¢ = x.u dans Fy(x), et en déduire que pour tout x € R,

1
R =6(0= [ du

\/1+x2u2\/1—u2'

Montrer que G est continue sur R, paire, monotone sur R,, et que lim G(n)=0.
n—+oo

X
@ a) Montrer la convergence, pour x € R*, de Fy(x) = f
—X

¢) Montrer que Fy admet une limite en +oo, et en 0, et préciser ces limites.
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a)

b)

c)

Réponse:

1

fort— est continue, positive et paire sur | — x, x[.
V(A +t2)(x2—1?)
1 1 1 &
De plus, fo(t) = ~ , d’'ot1 la convergence de f fo(t)dt.
VA+ ) (x+1)(x—1) ¥ y/2x(1+x2) X~ 1 0

X
Celle de Fy(x) s’en déduit par parité (avec I'égalité Fy(x) =2 f fo(r)de).
0

Si x > 0, le changement de variable ¢ = u.x est strictement croissant et de classe €' dans [—x,x]

xdu
dans [-1,1], et dt = xdu, donc Fy(x) = f f =G(x).
11+ x2u2y/x2 — ux? LvV1+x%2u?v1 - u?
Cette formule peut étre étendue par parité : Vx € R, Fy(x) = G(x).
1 1
u— est continue sur | -1, 1[ pour tout x € R, et x — est conti-
V1+x2ur\/1 - u? V1+x2u2\/1 - u?
nue sur R pour tout x¢ €] —1,1].
1 1 1

Pour tous (x,u) € Rx]—1,1[, 0 < < , et u - ———, dérivée de

l+x“uv1—-u 1-u V1i-u
\/ 2 2\/ 2 \/ 2 2
dr

f \/_ = 7, ce qui fournit une hypothése de domination
1-u?

G, et donc ’ F,, est continue sur R ‘
Puisque V' 1 + x2u? = /1 + (—x)?u?, G(x) = G(—x) : G est paire.
1

Deplus,si0 <y < x,pourtoutu € R:

arcsin, est intégrable sur |

N

1 1
donc par multiplication par ——,
V1i+x2uz  1+y2u? V1-u?

puis intégration : G(x) < G(y) : ‘ G est décroissante ‘

Un changement de variable ¢ = sinu, croissant et €' de ] — 1,1[ dans , donne G(x) =
f 7 V1+x2sin®
.y 1 . z det
La parité de t — ——— donne ensuite G(x) =2 f _—
V1+x2sin®t 0 /1+x2sin’t
D’apres la relation de Chasles, pour x €]0, 1] :
G(x dt Ve dt 1
(—) = ; mais ff ——————— < arcsin—, et
V1+ x2 sin t \/;

fﬂfcslnf dt +\/%
2 0 V1+x2sin?¢ Jarcsin o \/1+xzsin t
comme V1+x2sin’ = \/1+x pour t > — / / f

\/_ T V1+x2sin®t V1i+x \/1+x

/2
2y/1+x
1 /4
Alors 0 < G(x) £ — + ———, donc le théoreme d’encadrement | donne limG(x) =10/
VX o 2y1+x =0

F, étant monotone, lim Fy(n)=0implique | lim Fy(x)=0
n—+oo X—+00

Puisque G est continue en 0, lir%Fg(x) = lirraG(x) =G(0)=
X— X—
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