
Maths— PT exercices sur les intégrales généralisées : feuille 8 Lycée Mandela 2024/2025

PT Exercices sur les intégrales généralisées 2024/2025

feuille No 8
1 Déterminer la nature des intégrales suivantes :+

a)
+∞

0

1+𝑡6
1+𝑡8 d𝑡 b)

+∞

0
e−√𝑡d𝑡 c)

+∞

0

1
√|𝑡 −𝑡5|

d𝑡 d)
+∞

0
⒧𝑡 +1−√𝑡2+2𝑡 +2⒭d𝑡 e)

+∞

0

𝑡2−1
ln𝑡 e−𝑡d𝑡

f)
+∞

0

d𝑡
√| ln𝑡|

g)
+∞

0

d𝑡
𝑛√1+𝑡𝑛+1

(𝑛 ∈ ℕ∗) h)
𝜋
2

0
tan𝑡 + 1

tan𝑡d𝑡 i)
+∞

0

√𝑡
e𝑡 −1d𝑡

•
2 Démontrer l’existence et calculer la valeur des intégrales : (𝑎,𝑏) ∈ ℝ∗+2,𝑎 < 𝑏 ;+

a)
+∞

0
e−𝑡 sin𝑡d𝑡 (exponentielle complexe) b)

+∞

0

d𝑡
(𝑡 +1)(𝑡 +2) (éléments simples)

c)
+∞

0
𝑡e−𝑡d𝑡 (IPP) d)

+∞

0
e−√𝑡d𝑡 (𝑢 =√𝑡) e)

𝜋
2

0
cos𝑡 ln(tan𝑡)d𝑡 (𝑢 = sin𝑡)

f)
1

0

ln𝑡
√1−𝑡

d𝑡 (𝑥 =√1−𝑡) g)
+∞

0
ln⒧1+ 1

𝑡2 ⒭ d𝑡 (IPP) h)
+∞

1
⒧2+𝑡 ln 𝑡 −1𝑡 +1⒭ d𝑡 (IPP)

•
3+ a) Montrer la convergence des intégrales 𝐴 =

𝜋
2

0
lnsin𝑡d𝑡 et 𝐵 =

𝜋
2

0
lncos𝑡d𝑡.

b) Montrer que 𝐴 = 𝐵 et que 𝐴 =
𝜋

𝜋
2
lnsin𝑡d𝑡.

c) Montrer que 𝐴+𝐵 =−𝜋2 ln2+
1
2 

𝜋

0
lnsin𝑡d𝑡, et en déduire la valeur de 𝐴 et 𝐵.

•
4∗ a) Déterminer la nature, et calculer les valeurs de

+∞

0

ln𝑡
(𝑡 +1)2 d𝑡 et

+∞

0

𝑡2 ln𝑡
(1+𝑡3)2 d𝑡 (Poser 𝑢 = 1

𝑡 ).

b) Si 𝑎 ∈ ℝ∗+, déterminer la nature, et calculer la valeur de l’intégrale
+∞

0

ln𝑡
(𝑡 +𝑎)2 d𝑡 à l’aide d’une intégra-

tion par parties.

•
5 Intégrale de Gauss∗

a) Justifier l’existence de
+∞

0
e−𝑢2d𝑢.

b) À l’aide d’un changement de variable 𝑡 = 𝑢2, montrer que
+∞

0
e−𝑢2d𝑢 =

+∞

0

e−𝑡

2√𝑡
d𝑡.

c) À l’aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout 𝑦 > 0 
+∞

𝑦

e−𝑡

2𝑡√𝑡
d𝑡 = e−𝑦

√𝑦 −
+∞

𝑦

e−𝑡

√𝑡
d𝑡.

d) En remarquant que pour 𝑡 ⩾ 𝑦 > 0, e
−𝑡

𝑡√𝑡
⩽ e−𝑡

𝑦√𝑦 :

justifier que
∞

𝑦

e−𝑡

𝑡√𝑡
d𝑡 ⩽ e−𝑦

𝑦√𝑦 et en déduire que
+∞

𝑦

e−𝑡

√𝑡
d𝑡 ∼

𝑦→+∞
e−𝑦

√𝑦 .

e) En conclure que
+∞

𝑥
e−𝑢2d𝑢 ∼

𝑥→+∞
2e−𝑥2

2𝑥 .
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6 Fonction Γ de RIEMANN+

a) Justifier l’existence de l’intégrale Γ(𝑥) =
+∞

0
𝑡𝑥−1e−𝑡d𝑡 pour 𝑥 > 0.

b) À l’aide d’une intégration par parties prudente, montrer que pour 𝑥 > 0, Γ(𝑥+1) = 𝑥Γ(𝑥).
c) Déterminer Γ(1) et en déduire la valeur de Γ(𝑛) pour tout entier 𝑛 ∈ℕ.
d) À l’aide d’un changement de variable 𝑡 = 𝑢2, déterminer une relation entre Γ⒧ 12 ⒭ et 𝐺 =

+∞

0
e−𝑢2d𝑢.

e) Montrer que pour𝑚∈ℕ, Γ⒧𝑚+ 1
2 ⒭ = 2 (2𝑚)!

4𝑚𝑚!𝐺.
•

7 Intégrales deWALLIS+

a) Soit 𝐼𝑛 =
𝜋
2

0
sin𝑛𝑥d𝑥; Vérifier que 𝐼𝑛 =

𝜋
2

0
cos𝑛𝑥d𝑥;Montrer que (𝐼𝑛) est suite décroissante et positive.

b) Montrer que ∀𝑛 ⩾ 1 𝐼𝑛+1 =
𝑛

𝑛+1𝐼𝑛−1, et en déduire que 𝐼𝑛+1 ∼ 𝐼𝑛.

c) Vérifier
𝑛

𝑘=1

2𝑘 = 2𝑛.𝑛! et
𝑛

𝑘=1

(2𝑘−1) = (2𝑛)!
2𝑛𝑛! ; en déduire 𝐼2𝑛 =

(2𝑛)!
(2𝑛.𝑛!)2 𝐼0 et 𝐼2𝑛+1 =

(2𝑛.𝑛!)2
(2𝑛+1)! 𝐼1;

d) Montrer que 𝐼𝑛 ∼ 𝜋
2𝑛 et la formule de Wallis 𝜋2 = lim

𝑝→+∞
24𝑝(𝑝!)4

[(2𝑝)!]2(2𝑝+1)
e) Montrer l’existence de 𝐽𝑛 = 

+∞

0

d𝑡
(1+𝑡2)𝑛 pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗, et en calculer la valeur (on pourra effectuer

un changement de variable 𝑡 = tan𝑥).
•

8 Polynômes de TCHEBYCHEV∗
a) Montrer que si 𝑃 ∈ ℝ[𝑋], alors l’intégrale

1

−1

𝑃(𝑥)
√1−𝑥2

d𝑥 converge.

b) En déduire que (𝑃,𝑄)↦ 𝑃|𝑄 =
1

−1

𝑃(𝑥)𝑄(𝑥)
√1−𝑥2

d𝑥 définit un produit scalaire sur ℝ[𝑋].

c) Justifier que, pour tout 𝑡 ∈ ℝ et 𝑛 ∈ ℕ, cos((𝑛+1)𝑡) + cos((𝑛−1)𝑡) = 2cos(𝑛𝑡)cos𝑡 et en déduire par
récurrence forte sur 𝑛 ∈ℕ : ∃𝑇𝑛 ∈ ℝ𝑛[𝑋], ∀𝑡 ∈ ℝ, cos(𝑛𝑡) = 𝑇𝑛(cos𝑡),
avec la relation de récurrence 𝑇𝑛+1 = 2𝑋 𝑇𝑛−𝑇𝑛−1.
Montrer que deg𝑇𝑛 =𝑛.

d) Montrer que si𝑚≠𝑛, 𝑇𝑚|𝑇𝑛 = 0 et calculer 𝑇𝑛|𝑇𝑛.
En déduire une base de ℝ[𝑋] orthogonale pour le produit scalaire ⟨⋅|⋅⟩.

e) Déterminer la valeur minimale de
1

−1

(𝑡3−𝑎𝑡−𝑏)2

√1−𝑡2
d𝑡 lorsque (𝑎,𝑏) décrit ℝ.

•
9 Intégration terme à terme∗

a) Pour (𝑝,𝑞) ∈ ℕ2, on pose 𝐼𝑝,𝑞 =
1

0
𝑡𝑝(ln𝑡)𝑞d𝑡. Justifier l’existence de 𝐼𝑝,𝑞.

À l’aide d’une intégration par parties, montrer que 𝐼𝑝,𝑞 =
−𝑞
𝑝+1𝐼𝑝,𝑞−1 pour 𝑝 ∈ℕ,𝑞 ∈ ℕ

∗.

b) En déduire que 𝐼𝑛,𝑛 =
(−1)𝑛𝑛!
(𝑛+1)𝑛+1 .

c) Montrer que, pour tout 𝑡 ∈]0,1],𝑡𝑡 =
+∞

𝑛=0

(𝑡 ln𝑡)𝑛
𝑛! et en déduire que

1

0
𝑡𝑡d𝑡 =

+∞

𝑝=0

(−1)𝑝−1
𝑝𝑝 .

exercice 1 2 3 4 5 6 7 8 9
nature X X X X X X

équivalent d’une intégrale X X
égalité série-intégrale X
espace préhilbertien X
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