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PT Exercices sur les intégrales généralisées 2024/2025

feuille N°8

= Déterminer la nature des intégrales suivantes :
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S Démontrer I'existence et calculer la valeur des intégrales : (a, b) € Riz, a<b;
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o a) Montrer la convergence des intégrales A = f *Insintdt et B = f * Incos tdt.
0 0

T
b) Montrer que A =Betque A = f Insinzdz.

%

b4 1m . P
¢) Montrer que A+B = -3 In2+ 3 f Insin td¢, et en déduire la valeur de A et B.
0
[ ]
*

(4] . oo Ing oo f2ny¢ 1
a) Déterminer la nature, et calculer les valeurs de f ——dret f ————dt (Poser u=-).
o (t+1)? o (1+13)? t

o Int
b) Sia € R}, déterminer la nature, et calculer la valeur de I'intégrale f m dt al’aide d'une intégra-
0 a

tion par parties.

* @ Intégrale de Gauss

+o00o 2
a) Justifier I'existence de f e " du.
0

R +00 2 +oo @7t
b) Alaide d’'un changement de variable ¢ = u?, montrer que / e “du= f dr.
0 o 2/t
et eV +oo @7t
c) ATlaide d’'une intégration par parties, montrer que pour tout y > 0 [ dt = — - f —dt.
26\t VY bV

-t e—t

t\/_ J’ﬁ:

et en déduire que

d) Enremarquant que pourt =y >0, —

o ot -y
justifier que f dr <

y t\/? J’\/?
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e) En conclure quef e“du ~ .
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Fonction I' de RIEMANN

+00
a) Justifier I'existence de l'intégrale I'(x) = f t*'e~'dt pour x > 0.
o
b) Alaide d’une intégration par parties prudente, montrer que pour x > 0, I'(x + 1) = xI'(x).
c) Déterminer I'(1) et en déduire la valeur de T'(n) pour tout entier n € N.

d) Alaide d'un changement de variable ¢ = u?, déterminer une relation entre F % et G= / _“

(2m)!
4™ m!

e) Montrer que pour meN,T'(m+1)=2

Intégrales de WALLIS
z z
a) Soit I, = f sin” xdx; Vérifier que I,, = f cos” xdx; Montrer que (I,,) est suite décroissante et positive.
0 0

n
b) MontrerqueVn=1 1I,,, = mln_l, eten déduire que I, ~ I,,.

n n 2n)! 2n)! 2".n!)?
c) Vérifier [[ 2k =2".nlet [[(2k-1) = (2n) ; en déduire I, = () oozl ety = _((2 " 1)), Y
n+1)!

k=1 k=1 2"n! ~(2nnl)?

24p n4
d) Montrer que I,, ~ \/l et la formule de Wallis — = lim __2py
" V2n 2 pro [(2p)12(2p +1)

+0o dt
e) Montrer l'existence de J,, = f m pour tout n € N, et en calculer la valeur (on pourra effectuer

un changement de variable t = tan x).

Polynémes de TCHEBYCHEV

1
a) Montrer que si P € R[X], alors 'intégrale f dx converge.

P(x)
1y/1-x2
! P(x)Q(x)

V1-x2
c¢) Justifier que, pour tout t e Ret n € N, cos((rn+1)t) + cos((n—1)t) = 2cos(nt)cost et en déduire par
récurrence fortesur n e N: 37, e R,,[X], VteR, cos(nt)=T,(cost),

avec la relation de récurrence 7, ., =2X T, - T,,_,

b) En déduire que (P,Q) — (P|Q) f ————dx définit un produit scalaire sur R[X].

Montrer que degT,, = n.
d) Montrer que sim # n, (T,,|T,) = 0 et calculer (T,,|T,,).
En déduire une base de R[X] orthogonale pour le produit scalaire (:|-).

1 (t*—ar-b)?
e) Déterminer la valeur minimale de f Q

EERVA S

dt lorsque (a, b) décrit R.

Intégration terme a terme

1
a) Pour (p, q) € N?, on pose Lg =f tP(Inr)7dz. Justifier 'existence de I, ,
0

ATaide d’une intégration par parties, montrer que I, , = _ql pqg-1pour p €N, g € N*.
o (-1 n!
b) En déduire que I, , = TTCE
0 (tlnt)" ! oo (1)t
¢) Montrer que, pour tout ¢ €]0,1], Z ( ) et en déduire quef ttdr =) ( )p .
n=0 0 p=0 P
y exercice f1]2[3]4]5[6]7][8]9]
nature X|X|X X | X X
équivalent d'une intégrale X X
égalité série-intégrale X
espace préhilbertien X
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