Maths — PT  exercices sur les intégrales généralisées : feuille 8 (solutions) Lycée Mandela 2024/2025

PT Exercices sur les intégrales généralisées (solutions) 2024/2025

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

1

+o0 1418 +00 +00 1 +00 +oo 2 _
a)f dr b)f e Vide c)f - dt d)f (t+1—\/t2+2t+2]dt e)f e~'dt
o 1+1¢8 0 o ]t —13] 0 0
oo dg +oo  dt 3 1 oo/t
ff — f ——— (neN” h[ tant + ——dt if
) 0 /|Int| 8 0 ‘"/1+t"+1( ) ) 0 tant ) o e‘-—-1
1+1¢8 . . 1+1¢8 1
Réponse: a)t— est continue et positive surR, et —— ~ —.
1+¢8 1418 t—+00 ¢2
+oo dt +00 1 16
Or f —- converge, donc f 5 dr converge |
1 t? o 1+1¢8
b) ¢ — e" est continue et positive surR,, et lim eV =0donce Vi =@ (&)
—+00
+00 1 +00
Comme f ﬁdt converge, f e Vide converge |
1 0
1 . . .
c)t— ﬁ est continue et positive sur les intervalles ]0,1[ et |1, +oo[.
t—t
1 2 de 1
donc f converge; , donc

\/|t_—t5t~0\/_
f/z\/|t—t5 f\/lt—t
Finalement f _

d) t — t+1—V/t2+2t+2 est continue sur R, ; de plus pour tout ¢ € R,

t+1)2—(t2+2t+2 =1 '—1
t+1—\/t2+2t+2:( ) ( ): -
t+1+Vi2+2t+2 F+1+V12+2¢+217+° 2t

\/It—t5|

convergent.

+00
N =

dt converge |.

+00
f (t+1—\/t2+2t+2]dtdiverge.
0

2

t‘ —
e)f:t— e ! est positive et continue sur ]0, 1] et ]1, +oo[.
th%l s =0 donc hm f(t) 0. Donc f est continue par morceaux sur [0;1/2[.
-0, Int
r—1
ltin}ﬁ =1donc ltin}f(t) =2e. Donc f est continue par morceaux sur [0; +oo[.
— n —
=1 —t AR 22_1 —t 2 —t ) T
Enfin, llnt e = O,_,0(e"); t We = O0,_,(t°e’") = 0(1), cest-a-dire que
0ire )

+00 +oo 2 _ 1
Comme f —- converge, f e 'dr converge |
1 t? 0 Int

\/|t—t5| \/tll—t|(1+t)(1+t2) 1*12\/1—

converge.

+oo d¢
donc ¢ + 1 — Vit2+2t+2 < 0 pour ¢t assez grand; comme f o diverge,
1
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1 1
Réponse: f)r— est positive et continue sur ]0; 1[ et |1; +oo[. lim =0, donc f est continue
V|Int| =0, /|Int|
par morceaux sur [0, /12].
Quand ¢ —1,In¢ ~t—1d ! ! fl de tfz dt t, donc f est
uand t — 1,Int ~ t — 1 donc ~ ; or e convergent, donc f es
Vilng ==t /[e=1] ez e-1] b e
intégrable sur tout segment de R, .
dInr<rd d d A g
Pour ¢ assez grand, In¢ < t donc f — diverge, donc f iverge.
\/llnt \/' V]Int]
dt - - +oo df
g) — ————— = (1+ ")/ est continue sur [0, +oo. De plus, (1+ ")/ ~ 1, etf -
\/1+ tn+l t—+o0 1 l.1+i
d +00o dt
converge, donc ——— converge |
g ~[0 Y 1+ tn+l g
1 b4
h) i) On pose cotant = t_ :g:t— \/tant + cotant est continue et positive sur |0, 5| De plus
ant
/2
(— - t) \/tan Z—t)+(%Z-1t)= +/cotans +tant = g(t), donc les intégrales de g sur ]0 —| et Z o [
sont de méme nature (et de méme Valeur éventuelle).
Enfin, tan(¢) = o (cotant) et cotant - donc g(t) ~ 7 ; or f —— converge, donc
g estintégrable sur ]O, 5 [ |
t t t 1 L t
jt— est continue et positive sur ]0, +oo[; de plus \/_ ~ i =—, doncf \/_
el —1 ef—1t-0 ¢ Vit 0o ef—1
t t 1
tth ~ t73/2¢7t _, 0, donc Vi =@(—).
el —1t—0 ef—1 12
Ceciacheve la preuve del | intégrabilité de 1 — — ; sur R} |.
e —
Démontrer l'existence et calculer la valeur des intégrales : (a, b) € Riz, a<b;
et d 11 I b " de 1 I
a e 'sintds exponentielle complexe —_— éléments simples
) [ (exp plexe) [ e ples)
+00 +00 4
c) f te”'dr (IPP) d) f e Vide (u=+1) e) fz cost In(tant)dt (u=sint)
0 0 0
Int too too r—1
f)f N (x=v1-1) g)f (1+—)dt (1PP) h)f (2+tlnm) dt  (IPP)
1— 0 1
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+00
Réponse: a) Convergence : ‘ f e 'sin tdt‘ <e ’donct — e 'sint estintégrable sur R, .
0

Valeur : comme

+00 ) .
f e_te”dt’ <e™!, 1t — e fe' est également intégrable sur R, , et
0

400 Yoo oo Ll 1 1+ 1+
f e !'sintdf = Im (f e_te”dt).Orf e lellds = . =0- - = . — =
0 0 0 -1+i ], -1+i (Q+i)(1-1) 2
+00 1
Par passage a la partie imaginaire, f e 'sintds = o
0
b) C t ! t ti t positi R,. De pl ! !
onvergence : ¢ — —————— est continue et positive sur R,. De plus, ———— ~ —, or
8 (t+1)(t+2) s + De s, o o)  Feo 12
+o0 +00 dt
f — est une intégrale de Riemann convergente, donc f ——————— converge.
1 12 o (t+1)(t+2)
——— . a b 1 1
Valeur : il existe des réels a et b tels que . On trouve

(G+1)(1+2) 1+1 1+2 G+D)(+2) 1+1

1
——. Alors, pour tout A > 0,

r+2
2 dr A de A dt A+1
= - =[ln(t+D]d-[In(t+2)]8 =0-(-In(2)) +In ——.
) (t+D)(r+2) |55 55 =@+ Dl - In(+2)1f =0~ (-l @) +In T
+00 dt
En faisant tendre A vers +oo, f ———=In2|
o (t+1)(t+2)

. . . - - 1 L
c) Convergence : puisque, en vertu des croissances comparées, lim t*e™* =0,te " = o (ﬁ) donc l'inté-
t—+00
grale converge.

. Alors uv = —te™!

u(t)=e! {u(t) =—e!

Valeur : Posons en vue d’'une intégration par parties :
EER EEE {v(r)zt V() =1

+00 +00
tend vers 0 en +oo et vaut 0 en 0, donc f te 'dt =O—f —e fdt=1]|
) o

+00
d) Convergence: Pourt =1, = \/? donc 0 < e_‘ﬂ <e’!. Comme t — e est intégrable, f e_‘/gdz,‘
converge. 0
Valeur : On effectue le changement de variable u = Vt, de classe €' et bijectif de R, danslui-méme. t = u*

+00 +00
donc df =2udu, et alors f e Vids = f 2ue™*du qui converge forcément.
0 0

+00
En utilisant le résultat de 'exercice précédent, on trouve f e Vide=1.
0

e) Convergence : f : ¢ — cost In(tant) est continue sur I = |0, %[, et de signe constant sur chacun des
intervalles I, = 0, Z] et I, = [ %, Z[.
an
tant o t,donclIn(tant)—Int =1In — = o(Int):Intant ~01n t, etdonc f(t) ~Oln t.
r— t— —

f estdonc intégrable sur I;.

7 7
Posons h = Cl t, alors tan ¢ = tan (— - h) = donc In(tan¢) = —In(tan k), et cos t = sin h. Lorsque ¢

2 tan h
b4
tend vers 5 h —0donc f(¢) = —sinhlntanh ~ —hlnh — 0. f est prolongeable par continuité en 0, avec

t—%
/1
la valeur 5 : f estintégrablesur [ = I, U L,.

Valeur : Le changement de variable u = sint, € ! et croissant de I dans ]0,1[ donne du = costdt ettant =
sint u

1 1
,donclntant:lnu—éln(l—u)—iln(1+u).

Vicsin?e  VO-w)(1+u)
z 1 1 1

Alorsf costln(tant)dtzf lnu—gln(l—u)—gln(l+u)du.
o 0

b
On rappelle, que, pour (a, b) € (R, )? (méme nuls), f Inudu = [ulnu - u]Z, et donc
a

7 1 1t 1t 1 1
fzcostln(tant)dtzf lnudu—gf ln(l—u)du—éf ln(1+u)du=—1+§+5—ln2:
o 0 0 0

In¢
est négative et continue sur ]0, 1[. ~ Int. g est intégrable sur

Int
\/1—t ‘/l_tt—>0+

In(1-h —h
.Posonshzl—t,alorsg(t)zn(—) ~ —=_Vh.

\/h h—0.,/n
\4

f) Convergence: g :t —

1
o
2
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Réponse : g est prolongeable par continuité en 1, donc intégrable sur ] [ puis sur 0, 1[.

Valeur: Le changement de variable x = v/1—t¢, 6! et décroissant de ]0, 1[ dans lui-méme, donne ¢ = 1 — x>

In(1-x? 1 Ing¢ 0In(1-x? 1
soit dt = —2xdx, et g(t) = %,donc[ n—dtzf %(—Zxdx) =2f In(1-x?)dx.
0 0

VvVi1-t 1
1 1 1

D’apres l'exercice précédent : f In(l-x%)dx = f In(1-x)dx +[ In(1+x)dx =-1+(—-1+2In2) donc
0 0 0

I Int
ﬁnalernentf 1 dt =4In2-4|

01—t

1
g) Convergence: ¢ — In (1 + ﬁ) est positive et continue sur R} .

1

t—+oo 2 ’

1 2 +1 1
ln(1+—):ln =In(t*+1)-2Int ~ —21ntetln(1+—)
t? t2 t—0 t2

Les deux comparaisons montrent que cette fonction est intégrable sur R .
u(t)=1 {u(t)zt
1
v(t :ln(1+—) v'(t) =
(1) 3 v@=-

1
D’apres les équivalents obtenus plus haut, u.v(¢) = ¢tln (1 1 ?) tend vers 0 en +oo et en 0.

-2

Posons en vue d’'une intégration par parties : {

+00 1 too _9¢f +00 dt T
Alorsf ln(1+—) dr = [uv(t)]—f — dr = 2[ —— = 2— et finalement
0 2 o t+13 o 1+1? 2
+00
| ln(1+—)dt—
0
r—1 . t—-1 t+1-2 2 r—1
h)Convergence:(p:t~(2+tln—) est continuesurR,. — = —— ~ 1—--donctln—— ~
r+1 r+1 t+1 t—+oo t r+1

= ;.t Ceci ne fournit pas d’équivalent valide de ¢ en +oo.

r—1 2 21 2 1 1 2 2 1 1
Cependant, ; =1- =1-- =1——(1—;+o(;))—1——+—+o(’j ) pulsenposantx—;

+1 r+1 t1+1 t ror?
1-x d 1-x 1 1 -2 1-x
t =ln—,et—ln - = = —2-2x%+0(x?). Parintégration, In —— = —2x—
¢(2) 1+x dx 1+x  1+x l1-x 1-—x2 (%) &
2 +0(x3)d0ncln—t L2 2 +o( ) uisZnLtln—t_1 2+t(_2 2 ) (1) (1) —
—-X =s= === DEY L = - T .2 )
3 t+1 t 313 t3 P t+1 t 313 P —4o0 32

ce qui garantit que ¢ est négative au voisinage de +oo, et intégrable sur R, .

b -1
Valeur : Soit b > a > 1, effectuons sur 'intégrale f tlnm dt une intégration par parties, en posant
a

u()=t u(t) = —
(1) =1 r—1
v Il—l U!(t):tz -
| 2 t-1]" ppe2 2 P2 b-1 a® a-1 1 2-1+1
ftln—dt: —In—— —f — t=—In———-—1In ——f —dt.
a r+1 2 t+1), Ja 2 (¢+1)? 2 +1 2 a+l1 2Ja t*-1
Cec1 nous amene a
f (t)dt— 1nb—l a’. a- P P ]h_bznb—l nb—l a a-1  a-l
¢ b+l 2 a 2-1l, 2 +1 b+1 2 a+1 a+1
b2 b—l b-1 a*-1. a-1
—a+b+b —In + n
b+1 b+1 2 a+1
D’apres la question précédente : b + b zlnb_1 b+ b lnb L b +0(1)tend ers 0 quand
Z ln/— — Il —p_p—— — Vi
e = b+l b+l 3 °b) g
b— -1 —1 +1 -1
btendvers+oo,a1n51quelnb deplusa2 lna+1 a (a—l)ln(a—l)— In(a+1) tend

vers 0 quand a tend vers 1.

+00
En conclusion, f @(t)dt =-1
1

z z
a) Montrer la convergence des intégrales A = f Insintdz et B = f Incostdt.
0 0
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4
b) Montrer que A =Betque A = ﬁ Insin ¢dz.
H

T 1 -
¢) Montrerque A+B = -3 In2+ Ef Insin td¢, et en déduire la valeur de A et B.
0

Réponse :

b4
a) t — Insint est continue et négative sur ]0, =

T
,ett —Incost est continue et négative sur [O, 5 [

. sint . L T
Insint —In¢ =In - 0, donc Insin ¢ ~Oln t. Comme In est intégrable sur ]0, =
—

)

T b4 b4
t — Insin ¢ est intégrable sur ]O, E] . Posons t = 5= h, alors cos (E — h) =sin h donc

/4
0.2}
2

Incost ~ Insinh ~ Inh. |t —Incost estintégrable sur

t—2 t—2

T
b) Dans l'intégrale A, effectuons le changement de variable u = 5 t, strictement décroissant et de

classe €' de

O,ZI dans [0,2[:
2 2

T 0 T n
A= fz Insin tdt =[ lnsin(g — u)(—du) = fz Incosudu =B: .
0 z 0
Dans l'intégrale A, effectuons le changement de variable u = 7 — ¢, strictement décroissant et de
T n n
classe €' de E,TL’[ :sin(mr —t) =sint,donc A = fz Insinzdt = fz Insin (7 — u)(—du)
0 b3
donc

/4
A:ﬁ Insin (u)du |
3

dans

b4
0, -
2

7T
c) D’apres la relation de Chasles: A + B = f Insin (z)du; or, en effectuant dans A + B le changement
o

de variable croissant et €' u = 2t :

A+B= Flnsin(zt)(zdt) =2filn(25intcost)dt - 2([2111(2)(1;: +A +B) — 7In2 +2(A +B);
0 0 0

-7
ontrouve A+ B =-nwln2;0rB=Adonc A+ B =2A.Finalement |A=B= TIHZ |

* +o Ing too 2nt 1
E a) Déterminer la nature, et calculer les valeurs de f —_— f ———dt (Poser u=-).
o (t+1)? o (1+13)? t
. . : g e Int e e
b) Si a € R}, déterminer la nature, et calculer la valeur de I'intégrale f m dt alaide d'une intégra-
0 a

tion par parties.
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Réponse:

— ~ — =0 %), d tintégrabl 1, +ool.
0+ 07 o i —+00(t7*), donc g est intégrable sur [1, +oo]

Finalement ’ les deux intégrales convergent ‘

1 . du
t—u= n est décroissante et €' de RY dans RY. df = —-—,, donc
u

(t+1)2 ses (MT“)Z u? (1+u)?

Par le méme changement de variable :

(1+13)2 +00 uz(u3+l u? (1+ud)?

u3d

Finalement ’ les deux intégrales sont nulles ‘

Int . . .

b) h,:t— m est continue sur R}, et de signe constant sur ]0,1] et [1, +oo[.
a

Int Int Int Int

m t:0 ? € m t:0 ? = @)tﬁ_,_oo (t—3/2) donc ha est intégrable sur Ri

1
, ] ) Uit)=— u(t) =
Posons en vue d’'une intégration par parties : (t+a)? ; a
v(t)=Int v(t)=-

In(e +to  Int —In(e
Alors, si € > 0, [uv]f® converge et vaut (e) ; donc f dt = (e)

a+e e (t+a)? a+e
(1).

1/(1 1 .
On remarque que =— (— - —), donc si X > 0, alors
t(t+a) alt t+

t(t+a) a

X 1 1 X
f dtz—(ln
e t(t+a) al a+X

—ln(s)—ln(a+€)).

t(t+a)
f+°° Int _In(e) In(e) +ln(a+£) In(e) ln(a+£)
e (t+a)®  a+e a a B £(a+£) a
. oo Int Ina
En faisant tendre € vers 0, on trouve alors f ——dt=—|
o (t+a)? a

Int t’Int
a) fit———etg:t— sont continues sur R}, et de signe constant sur |0, 1] et [1, +oo.
(t+1)? (1 £3)?
Int t?Int
n0,——— ~ Int et ——— — 0 donc f et g sont intégrables sur ]0, 1].
(t+1)2 o 1+ %) fetg & 10.1]
2 Int Int 2 Int Int
——— ~ —donc—.——— =0,_. — =0,_._(t73/?), donc f est intégrable sur
2 (t+1)2e=0 /¢ 2 (t+1)2 Ortoo(1); (t+1)? t-soo ) ! &
[1,+o00].
t?Int Int

+o  Int 0 ] d +oo |
f _ar dt = f —n (__u) = —f _nd du donc cette intégrale est nulle.
0 0

+oo ¢2n¢t 0 ] d +oo 2]
f L dt = f i)z (——u) =- f ami du donc cette intégrale est nulle.
0 0

+00 1 d
t
+fe t(t+a)

fX ! drzl(fxl f—dt):—(ln(X)—ln(e)—ln(a+X)+ln(a+€))

X 1 1
En faisant tendre X vers +oo, on trouve f dr = — (—ln(s) —In(a +¢)), donc (1) devient
€

@ Intégrale de Gauss

+00 2
a) Justifier I'existence de f e “ du.
o
-t

2Vt
Zt\/_ Vr

dr.

. +00 2 +00
b) Alaide d’'un changement de variable ¢ = u?, montrer que f e "du= f
0 0

c) ATlaide d'une intégration par parties, montrer que pour tout y > 0 f

e—t

t\/_ yﬁ:

d) Enremarquant que pourt =y >0, —

('D

—t
f dr

%I

Page 6/11




1=y

Maths — PT  exercices sur les intégrales généralisées : feuille 8 (solutions)

Lycée Mandela 2024/2025

-y +00 e t eV
justifier que f et en déduire que f ~ —.
y t\/' NG ey
2
+0o0 2e—x
e) En conclure que / edu ~
x x—+00 2X

Réponse :

— 2 . o, .
" est continue et positive R* ; de plus, pour u = 1, u < u® donc e
+00

— .
est convergente sur R, e " du existe.
0

a) u—e

=[

dt
2/t

. dt +00 2 +00
u= \/E, ce qui donne du = ——, donc f e “du =f
0 0

2Vt

<

e “. Comme u — e~

1 -1
u(t)=—— u(t)=—
c) Posons en vue d’une intégration par parties : 2t \/E ; \/;
v(t)=e"! V' (t)=—-e"!
too o7f . +o0 _ e t
Alors lim uv(t)=0donc f dr =[uv] °°—f f —
F=ies vy 2t\/t Y ¥ J’ y \/?

d)f fo R f’o gy = 2L
< = e "dr = .
Y /T Yy YVY YV Jy Y

+00 too @7l
e) D’apres le changement de variable ¢ = u?, f e du = f dr =
52 x? 2\/E

—X

2x

[ Cenira | 058

1 2 3 4 5 2 3 4 5 6 7 8 9 10

eV
= 0y so00 (—), donc l'intégration par parties effectuée ci-dessus amene :
y\/_ VY
[+oo e t e -y (e—y) +o0 @~f eV
=0 —— |. Finalement f —dt ~ —
y—+00 _
J’ \/J_’ y ﬁ yoteo \/7

u

b) Le changement de variable ¢ = u? est strictement croissant et €' de R, dans lui-méme; de plus

@ Fonction I' de RIEMANN

+00
a) Justifier I'existence de I'intégrale I'(x) = f t*'e~'dt pour x > 0.
0

b) Alaide d’une intégration par parties prudente, montrer que pour x >0, I'(x + 1) = xI'(x).

¢) Déterminer I'(1) et en déduire la valeur de I'(n2) pour tout entier n € N.

d) Alaide d’'un changement de variable ¢ = u®, déterminer une relation entre I'(3 ) et G = f

(2m)!
4™m m!

e) Montrer que pour meN,T'(m+1)=2
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Réponse : a) Pour tout x > 0, t — t*"'e™" = f(x,t) est positive et continue sur ]0,+oo[ (si0 < x < 1) et
[0, +oo (six = 1).

= * l —t/2

De plus, en +oo': tend vers 0 en +oo (croissances comparées) donc t*'e™" = ¢ (e7'/?),

or t — e '/? estintégrable sur R, . t — f(x, t) est intégable sur [1, +oo].
Si0 < x < 1,1l faut également étudier l'intégrabilité en 0: t*~'e™’ ~ t* ! qui est intégrable sur ]0,1]six >0

t—

(cas de Riemann).

b) Posons en vue d’une intégration par parties, six > 0: {

W(t)=e"  Ju(t)=-e"
v(t)=1t* v'(t) =xt*!
Alors uv: t — —t*e~" admet une limite nulle en 0 et en +o0o, donc

+00
F(x+1)=f U'v=[uv]g —f uv’=0—f xt*le7tdt = xT'(x)
R: U 0

+
+00

c)Ir(1) = f e”!dt = [—e_t] = 1. Comme I'(n + 1) = nl'(n), on montre par récurrence sur n € N* que
0

I'(n) = n!:lapropriété est vraie pour n = 1, et si on la suppose vraie aurang n, alorsI'(n+1) = (n+1)I'(n) =

(n+1).n!'=(n+1).

d) ¢ = v? définit un changement de variable 6" et strictement croissant de R} dans lui-méme; d = 2udu.

+00 +00 )
AlorsT (1) = f et dr = f u2ue™ du =2G.
0 0

1 1 1 2m—1 1
e)CommeF(x+1):xF(x)pourx>O,F(m+—):(m——)F(m——): F(m——)
2 2 2 2 2
1 (2m)!
2m 2m |

1 1 » 1
doncF(m+ —) =— H(zk—l)F(—) =
2) " am 1 2

Intégrales de WALLIS

z z
a) Soit I, = f sin” xdx; Vérifier que I,, = f cos” xdx; Montrer que (I,,) est suite décroissante et positive.
0 0

n
b) MontrerqueVn=1 1I,.,= mln_l, et en déduire que I,,,; ~ I,,.
(2 )! _@n)t (2".n!)?

c) Vérifier || 2k =2".n! et 2k-1) = ; en déduire I,, = —1;
) kljll klj[( ) n. 2n (2" |)2 2n+1 (2n+1)' 1

24p ] 4
d) Montrer que I,, ~ \/l et la formule de Wallis T_ lim #
2n 2 pereo [2p)P(2p +1)

+o00 dt
e) Montrer l'existence de J,, = f m pour tout n € N, et en calculer la valeur (on pourra effectuer
0

un changement de variable t = tan x).

Réponse :

m 0 m z

a) Apres changement de variables x = = I, = f sin” (E - t)dt = fz cos” tdt.

— b4 0
Y

Pour tout x e K = ,0<sinx <1donc0 < sin"*! x < sin” x et aprés intégration 0 < I,,,; < I,,,

donc ‘ (I,,) est une suite décroissante et positive. ‘

Page 8/11



*

Maths — PT  exercices sur les intégrales généralisées : feuille 8 (solutions) Lycée Mandela 2024/2025

Réponse: {u’(t) =sinx {u(t) =—Cosx
; , alors

b) Posons en vue d'une intégration par parties :
) & e v(t) =sin"(x) v(t) = nsin” ! (x)cosx

b4

I = [-cosxsin™!(x)]2 +nf2 cos® xsin* ! (x)dx = n[z (1-sin? x)sin" ' (x)dx = n(I,,_; —L,41),
0 0

n I I
donc ‘ (n+1)I,,, =nl,_,. ‘Alors, comme0</l,,, <I,<I, ;0s— =" < " <1]doncpar
n+1 I,, I,,
Iy
encadrement T — 1, et finalement
n n n n n n 2n n
c) [[2k=]]2]]k=2"ntet [[(2k-1).[[(2k) = [](2k-1)2k = []j = (2n)!, donc [](2k-1) =

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 j=1 k=1
(2n)!
2np!’

I 2n—-1 I n 2k-1 2n)! I 2n I 2" .n!)?
Comme 2n — ,ﬂ — H — ( )2; 2n+1 — do . 2n+1 — ( ) (par

L,o 2n I, o 2k (a2 L,, 2n+1 I,  (2n+1)
télescopage).

2n)! o (2")? T
d) Par produit L, L, = (2n) (2" =3

, mais L, ~ L, donc L,l,,,, ~ I}, donc

(2"n1)2 2 (2n +1)! 2n+1
7T T I 2"t 2
L, ~ Ip,.; ~ 1/ —. Par changement de variable, |I, ~/— | De méme 221 = ( ) —=
4n 2n L, em)2n+1)'n
2mn1)2\? I P 29 (p1)*
( ) . Puisque i 1, on trouve bien | — = lim # |
2n)! | 22n+1) L, 2 p—too [(2p)]2(2p + 1)
1 1 ' ) do
e) 0 ——, d’ol1la convergence de J,, si n = 1. Avec ¢ =tan@, dt = (1 +tan“0)d6 =

s == ona M
(1 + tZ)n t2n

+too  dr z do
; 1 = _— 2n — =L .
alors J, j(; (1+2)n fo cos™(0) cos?(9)  ?

cos?(60)

1
etl+t?=——
cos?(6)

Polynomes de TCHEBYCHEV

1
a) Montrer que si P € R[X], alors 'intégrale / dx converge.
-1

P(x)
V1-x?
P(x)Q(x)

V1-x2
c¢) Justifier que, pour tout t e Ret n € N, cos((n+1)t) +cos((n—1)t) = 2cos(nt)cost et en déduire par

récurrence fortesur n e N: 3T, e R, [X], VteR, cos(nt)=T,(cost),

avec la relation de récurrence 7,,,., =2X T, - T,,_;.

1
b) En déduire que (P,Q) — (P|Q) = f dx définit un produit scalaire sur R[X].
-1

Montrer que degT,, = n.
d) Montrer que si m # n, (T,,|T,,) = 0 et calculer (T, |T;, ).
En déduire une base de R[X] orthogonale pour le produit scalaire (:|-).

—at-b)?

1 t3
e) Déterminer la valeur minimale de f ( dt lorsque (a, b) décrit R.
-1 y1-1¢2

Réponse :
p p P 1
a) x — & est continue sur | — 1,1[, et P(x) = 0,(1) donc ) _ ()

V1-x2 Vi-2  Jitx/1-x

dve)

Comme x —

P(x)

est intégrable sur [0, 1[, x — ———— est intégrable sur [0, 1].
1-x 1-—x?
On conclut sur I'intervalle | — 1,0] par parité.

b) (P|Q) est définie pour tous (P, Q) € R[X ]2 d’apres la question précédente.
(-|-) est symétrique et bilinéaire (facile); le caractere défini et positif résulte du cours.
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<)

d)

. (r°
@ Pour minimiser
-1

obtenant ainsi P; =

o= [ m

Donc P, = —X etd(X? R, [X]) = |X® - P,||,; par utilisation du théoréme de Pythagore,

3_ : 2_ 57!)_2 _T P R Gl 2l ) PV
|X3 =B, = | X3]* - IR, (16 —82=o donc (a’lbr)l(fw2 D dt_32.

Réponse:

Pour tous (a, b) € R?, cos(nt +t) = cos(nt)cost —sin(nt)sint et

cos(nt—t)=-cos(nt)cost +sin(nt)sint, donccos((n+1)t)+cos((n—1)t)=2cos(nt)cost.
Supposons que, pour # fixé dans N, il existe T,,_; et T,, dans R[X] tels que T,,_,(cos t) = cos((n —1)¢),
T,(cost) = cos(nt) pour tout t € R, et que deg(7,,_,) =n—1,deg(T,) =n

Alors cos((n+1)t) =2cos(nt)cost —cos((n—1)t) =2T,(cost)cost —T,_;(cost), donc en posant
T, (X)=2XT,-T,_;, ‘ T,+1(cost) =cos((n+1)t) pour tout ¢ € R. ‘

De plus, degT,,,; =1+degT,=n+1.

Sim# n, (T,,|T,) flT(x)T(x)

de]-1,1[ dans ]=,0[.

(T, IT,) = f: cos(mu)cos(nu)

dx; effectuons dans cette intégrale le changement bijectif et 6"

(-sinudu) = fﬂ cos(mu)cos(nu)du.
0

sinu
Or, si (a,b) € R?, cos(a+b) = cosacosb —sinasinb et cos(a — b) = cosacosb + sinasin b, donc
m+n)u m-—n)u
cos(a+b) + cos(a—b) = 2cos(a)cos(b). En posant a = g etbh = %, on trouve
1 (m+n)u (m-n)u
cos(mu)cosnu) = —[cos 5 + cos > .
. T
2 sin(pu e
Or,sipe N*,f cospu)du = sin(pu) =0,etsip= 0,[ cospu)du = .
o p 0 0
0 sim#n
n 7
Par intégration entre 0 et 7, et avec (m, n) € N?: f cos(mu)cos(nu)du = 5 sim=n+0
0

n sim=n=0
Donc (T,),,.y est une famille orthogonale de degrés échelonnés, donc une base de R[X].

1n

Yi} BT

1 —at—b)zd
V1-1t2

3 3
) )
(X1X) (1[1)

—0.5 1 /

\_J:e-

r = ||X3-aX-b|

;, on projette X g orthogonalement sur Vect(1,X),

1, or (X3|1) = 0, et (X3|X) f dt = fncos“HdH = gn
0

1y/1-1¢2

dt = f cos?0do = g (cf les intégrales de Wallis).
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* Intégration terme a terme

a) Pour (p,q) €eN*, onpose I, ,

Alaide d’'une intégration par parties, montrer que Ipg

1
= f tP(Int)7de. Justifier I'existence de I, ,
)

= p_fllp’q_l pour p e N, g e N*.

o (-1)"n!
b) En déduire que I, , = s
o (tlng)" ! e
¢) Montrer que, pour tout ¢ €]0,1], 7" = ) (ULUE et en déduire quef e = ). : )p '
= 0 p=0 P

Réponse :

conclure que ) u,, converge.

et1'égalité :

1
f ttde = Z
0

1 t”(lnt)"

=D

dtz

une fonction continue sur le segment [0, 1], et U

Sip =0, alors v/7(In )7 — 0 (croissances comparées) donc (In )7 = @ (£71/2) et par

comparaison avec une intégrale de Riemann convergente.

. (n+ 1) ;enposantp=n+1:

a) Sip e N*, alors tlir(r)l t?(Int)? = 0 (croissances comparées) donc t — t”(Int)? est prolongeable en

est ordinaire.

p+1
u(t)=tP u() =
Posons alors en vue d'une IPP : { ( )_ Y Pq+ 1
V(t)—(nt) Ul(t):?(lnt)q—l
tP*(Int)? "
uv(t)= ol vaut 0 en 1, et tend vers 0 en 0, donc le crochet [u v], converge et vaut 0;
p
1 gp+l
Ipq=0—f ﬂ(lnt)‘f‘ldtz—il,,,,_l.
’ o ptlt p+1 "™
1 P p
b) Comme I, , # 0, on en déduit par division : —2 = 9 puis [T-2% =[] -——; par téles-
p.q-1 p+l g=11pg-1  4=1
I 1) P 1)? p!
copage, ppo_ ( ) l—[ ( ) = p:
Ip,O (P + 1) = P + 1)p
P! 1 -1)"n!
Mais I, =f tPdr = = ——, donc(enprenantp=n): |I,, = L
’ 0 p+1], p+1’ o (n+ 1)t
+oo 4,0
c¢) Onrappelle le développement en série entiére : e* = ) — de rayon de convergence infini.
n=o 1!
o M(Int)"
En prenant u = tIn¢, on obtient : ¢ = e!"? = > (—')
n=0 n:
t"(Int)" Lt"(—Int)"
Posons alors f,(t) = (—'), etI =]0,1[; u, = flfn(t)|dt = f (—')dt = (-D)"L,, =
iy n! T o n!
(n+1)m+1
u n+1)! (n+1)"'  n+1(n+1\"*! 1
ntl ( ) .( ) = ( ) — — < 1. Le critére de d’Alembert permet de
u, (n+2)n+2 n! n+2\n+2 e

1
Le théoreme d’intégration terme a terme donne alors la convergence de I'intégrale f t'dr (qui ne
0

pose pas de probléeme dans la mesure ot1 ¢ — * est prolongeable en une fonction continue sur [0,1],

1 too (] p-1
f tfdr =) %
0 p=0 pP
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