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PT Exercices sur les séries numériques 2024/2025

feuille No 6
Thème : nature d’une série

1 Déterminer la nature des séries de terme général :+

a) 𝑛2−𝑛 b)
√𝑛+1−√𝑛

𝑛 c) ln⒧𝑛 sin 1
𝑛⒭ d) ln⒧𝑛

2+𝑛+1
𝑛2+𝑛+3⒭ e) ⒧𝜋2 ⒭

𝛼
−(arctan𝑛)𝛼 𝛼 ∈ ℝ∗+

f) e−√𝑛2+1 g) ln (𝑛2+1)
ln (e𝑛+1) h)

1
𝑛

0

sin𝑡
ch𝑡 d𝑡 (majorer l’intégrale) i) |sin𝑛|+ |cos𝑛|𝑛 (minorer le terme général)

•
2 Soit𝑢𝑛 une série convergente, à termes positifs. Étudier la nature de la série√𝑢2𝑛𝑢𝑛.∗

Indication : montrer que pour (𝑎,𝑏) ∈ ℝ2+,√𝑎𝑏 ⩽ 𝑎+𝑏
2 .
•

3 Soit 𝛼 ∈ ℝ, et (𝑎,𝑏,𝑐) ∈ ℝ3, 𝑎 > 0 ; déterminer la nature de la série de terme général ln⒧𝑎𝑛
2+𝑏𝑛+𝑐
𝑛𝛼 ⒭.∗

•
Thème : télescopages

4 Déterminer la nature des séries suivantes et calculer leur somme :+

a) 
𝑛⩾2

1
𝑛2−1 simplifier

1
𝑛−1 −

1
𝑛+1

b) 
𝑛⩾2

ln⒧1− 2
𝑛(𝑛+1)⒭ Écrire ln⒧1− 2

𝑛(𝑛+1)⒭ sous la forme ln𝑢𝑛− ln𝑢𝑛+1

c) 
𝑛⩾3

2𝑛−1
𝑛3−4𝑛 trouver (𝑎,𝑏,𝑐) ∈ ℝ3 tels que 2𝑛−1

𝑛3−4𝑛 = 𝑎
𝑛−2 +

𝑏
𝑛 + 𝑐

𝑛+2
d) 

𝑛⩾4

1
⒧𝑛4⒭

simplifier
1

⒧𝑛−13 ⒭ −
1
⒧𝑛3⒭

•
5 «Constante » d’Euler-Mascheroni∗

Montrer la convergence de la série de terme général 𝑢𝑛 =
1
𝑛 + ln⒧𝑛−1𝑛 ⒭.

En déduire qu’il existe un réel 𝛾 tel que
𝑛

𝑘=1

1
𝑘 = ln𝑛+𝛾+𝑜(1).

•
Thème : critères

6 Séries alternées+
Déterminer la nature des séries de terme général :

a) (−1)
𝑛

𝑛 ln𝑛 b) (−1)
𝑛 (2𝑛+1)

𝑛(𝑛+1) (calculer la somme) c)
(𝑛+1)𝜋

𝑛𝜋

sin𝑡
√𝑡

d𝑡

•
7 Critère de d’Alembert+

En utilisant le critère de d’Alembert, déterminer la nature des séries de terme général :

a)
𝑛

𝑘=2

ln𝑘
𝑘 b) (𝑛!)

2

(2𝑛)! c) 𝑛
𝑛

2𝑛2 d) 1
⒧3𝑛2𝑛⒭
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Thème : reste de séries convergentes

8 On considère la série 
𝑛⩾0

1
𝑛! .∗∗

a) Justifier la convergence de cette série.

b) Pour 𝑛 ∈ℕ, on pose 𝑅𝑛 =
+∞


𝑘=𝑛+1

1
𝑘! .

Montrer que pour 𝑘 ⩾ 𝑛+3, 1𝑘! ⩽
1
𝑛
1
𝑛!

1
𝑘2 et en déduire que 0 ⩽ 𝑅𝑛+2 ⩽

1
𝑛!

1
𝑛

+∞

𝑘=1

1
𝑘2 .

En conclure que 𝑅𝑛−1 ∼
1
𝑛! .

•
9 Montrer la convergence de la série

+∞

𝑘=0

√𝑘
𝑘! ; on pose 𝑅𝑛 =

+∞


𝑘=𝑛+1

√𝑘
𝑘! .∗

Montrer que |𝑛!√𝑛+1.𝑅𝑛−1| ⩽
+∞

𝑘=1

1
(𝑛+1)𝑘 , et en déduire un équivalent simple de 𝑅𝑛.

•
10 On considère deux suites 𝑢𝑛 et 𝑣𝑛, cette dernière à termes positifs.∗

a) On suppose que𝑣𝑛 converge, et que 𝑢𝑛 = 𝑜(𝑣𝑛). Les deux séries de terme général 𝑢𝑛 et 𝑣𝑛 convergent

alors, et on pose 𝑅𝑛(𝑢) =
+∞


𝑘=𝑛+1
𝑢𝑘 et 𝑅𝑛(𝑣) =

+∞


𝑘=𝑛+1
𝑣𝑘.

Montrer que 𝑅𝑛(𝑢) = 𝑜⒧𝑅𝑛(𝑣)⒭.
b) On suppose que𝑣𝑛 converge, et que 𝑢𝑛 ∼ 𝑣𝑛. Montrer que 𝑅𝑛(𝑢) ∼ 𝑅𝑛(𝑣).

c) À l’aide d’une comparaison série-intégrale, déterminer un équivalent de 𝜌𝑛 =
+∞


𝑘=𝑛+1

1
𝑘𝛼 si 𝛼 > 1.

Thème : divers
11 Série des racines d’une équation polynomiale∗

a) Pour 𝑛 ∈ℕ∗, étudier la fonction 𝑓𝑛 ∶ 𝑥 ↦ 𝑥𝑛+𝑥√𝑛−1 sur [0;1]. Que valent 𝑓𝑛 ⒧
1

2√𝑛
⒭ et 𝑓𝑛 ⒧

1
√𝑛

⒭?

b) Montrer que, pour 𝑛 ∈ℕ∗, l’équation 𝑥𝑛+𝑥√𝑛−1 = 0 admet une unique solution sur [0;1], appelée 𝑢𝑛.
c) Montrer que la suite (𝑢𝑛)𝑛 a pour limite 0.
d) Quelle est la nature de la série de terme général 𝑢𝑛 ?

•
12 La formule de Stirling+

Pour 𝑛 ∈ℕ∗, on note 𝑎𝑛 =
𝑛!e𝑛
𝑛𝑛√𝑛

et 𝑢𝑛 = ln𝑎𝑛+1− ln𝑎𝑛.

a) Montrer que 
𝑛≥1

𝑢𝑛 converge; en déduire que (𝑎𝑛)𝑛≥1 admet une limite finie ℓ ∈ ℝ∗+.

b) On admettra la formule de Wallis :
(2𝑛.𝑛!)2

(2𝑛)!√2𝑛
∼

𝜋
2 . Simplifier 𝑎2𝑛

𝑎2𝑛
et en déduire que ℓ =√2𝜋.

c) Montrer la formule de Stirling : 𝑛! ∼ ⒧𝑛e ⒭
𝑛
√2𝜋𝑛

d) Déterminer la nature de la série de terme général 1
𝑛√𝑛!

.
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