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PT Exercices sur les séries numériques 2024/2025

feuille N°6

\Théme : nature d'une série\

= Déterminer la nature des séries de terme général :

vn+1l- 1 +n+1 @
a) n2™" b) n—\/ﬁ c) ln(n sin—) d) ln(nz—n) e) (E) — (arctann)® a € R}
n n n-+n+3 2
oy 1 +1 n i +
f)e V"t g) lIrll E:" - 1; h) f gdt (majorer I'intégrale) i) Mnlcosnl (minorer le terme général)

* Soit )_ u,, une série convergente, a termes positifs. Etudier la nature de la série Y_ \/uy, U,,.
a+b

Indication : montrer que pour (a,b) € R%,Vab <

2
an“+bn+c
* Soit @ € R, et (a, b, ¢) € R®, a > 0; déterminer la nature de la série de terme général In (—)

na

[ ]
’ Theéme : télescopages

(S E Déterminer la nature des séries suivantes et calculer leur somme :

1 1 1
a G simplifier -
) n>2nz_1 pﬁ n—-1 n+1
2 .. 2
b) Y In (1 - —) Ecrire ln(l - —) sous la formelnu, —Inu,_
n>2 nn+1) nn+1)
2n—1 2n—1 a b c
c) Z _ trouver (a, b, ¢) € R tels que = +—+
nss n3—4n nd—4n n-2 n n+2
1 . . 1 1
d Y & simplifier ——= — =
nz4 4) ( 3 ) (3)

* « Constante » d’Euler-Mascheroni

. . 1 n-1
Montrer la convergence de la série de terme général u, = — + ln( )
n n

n
En déduire qu’il existe un réel y tel que > = Inn+y+o(1).
k=1
[ ]

| Théme : critéres|

=3 @ Séries alternées
Déterminer la nature des séries de terme général :

a) (-1 b) (=D"2n+1)

ninn nn+1)

n+D7 sin ¢
(calculer la somme) c) f —dt
n

NG

= Critere de d’Alembert
En utilisant le critére de d’Alembert, déterminer la nature des séries de terme général :
n Ink (nH? n"

iy b) G ) e D @
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k% [8]

w o [12]

‘Théme . reste de séries convergentes

On considére la série Z —
n=0 1
a) Justifier la convergence de cette série.

+00 1
b) PourneN,onposeR,= ) —.
k:n+1k!

1 11
J S =
k! nn!k?

+

o0

Le

Montrer que pour k = n + 3

:I»—*

1
eten déduireque 0 <R, ,, < —
n!

1
En conclure que R,,_; ~ et
n!

+00 oo
Montrer la convergence de la série kz —p ) onpose R,= ) R
=0 K& k=n+1 I
+00 1
Montrer que ‘n! 1.R, ’ Z TSI et en déduire un équivalent simple de R,,.
=1

[ ]
On considére deux suites u,, et v, cette derniere a termes positifs.

a) On suppose que ) v, converge, et que u, = 0(v,). Les deux séries de terme général u,, et v, convergent

+00 +00
alors, etonpose R, (u)= Y upetR,w)= ) .
k=n+1 k=n+1

Montrer que R,,(u) = o (R, (v)).
b) On suppose que Z v, converge, et que u, ~ v,. Montrer que R, (1) ~ R, (v).
+00

¢) Alaide d’'une comparaison série-intégrale, déterminer un équivalentde p, = Y P sia>1.
k=n+1

\Théme : divers\

Série des racines d’'une équation polynomiale

1 1
a) Pour n € N*, étudier la fonction f, : x — x" + xﬁ— 1 sur [0;1]. Que valent f, (—) etf, (—)?
2y/n Vvn
b) Montrer que, pour n € N*, I'équation x” + x\/ﬁ —1 = 0 admet une unique solution sur [0; 1], appelée u,,.
¢) Montrer que la suite (u,,),, a pour limite 0.

d) Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?

La formule de Stirling

* — —
Pour n € N*, on note a,, = u,=Ina,,,—na,.

nle"
——et
n"\/n
a) Montrer que ) _ u, converge; en déduire que (a,),.; admet une limite finie £ € R.
nx=1

2".nl)? 2
@m) z Simplifier n et en déduire que ¢ = v/ 2m.

em'/2n 2 ay,

n n
¢) Montrer la formule de Stirling : | n! ~ (—) 2nn
e

b) On admettra la formule de Wallis :

d) Déterminer la nature de la série de terme général
n

n!
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