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Maths — PT  exercices sur les séries numériques : feuille 6 (solutions) Lycée Mandela 2024/2025

Déterminer la nature des séries de terme général :

PT Exercices sur les séries numériques (solutions) 2024/2025

VAoV

- AN .
a) n2™" e) (E) — (arctann)® a € R}

n2+n+3

c) ln(nsin%) d) ln(

n2+n+1)

1 +1 t inn|+
f) eVl g) lIrll EZ” - 1; h) f sin dt (majorer I'intégrale) i) Lﬂlcosnl (minorer le terme général)

Réponse: a)n2™" n'a pas d’équivalent plus simple, mais comme n?.n.27" = n®.2™" — 0 (croissances comparées),

1 1
n2™"=o (—2) ; Or Z —, converge (cas de Riemann avec a = 1), donc ‘ Z n(n—1)27" converge ‘
n

n=1

b) Vn+l-y/n  (V/n+1-yn/n+1+\/n)  n+l-n 1
n n(vn+1+4y/n nWn+l+yn 2nyn
Vn+l-y/n

1 . 3
Or Z —; converge (cas de Riemann avec a = —), donc —— converge |
3/2 2 n

n=1

1 1 1 1 1
¢) sin — ~ — donc nsin — ~ l;alorsln(nsm—) ~nsin— —1.
n n n n

Pour obtenir un équivalent simple du terme général de la suite, il est nécessaire d’utiliser un développement limité :
3 a 2
. u sin(u) u 1 1 1 .
sin(u) = u—— +0,(1®) donc —— -1 = ——+0, (%), etdoncln (n sin —) ~——.0r ) — converge (cas de Riemann
6 6 n 6n2 ns1 n?

1
aveca =1),donc | Y In (n sin —) converge |.
n>1 n

n? +n+1
d)In est de la forme In(1 + k,,)) avec lim h, =0.
n2+ n—+oo
n“+n+1 -2 -2
AlorsIn(1 + h,) ~ h,;or h, = -1= ~—.
( n) ~ " n2+n+3 n2+n+3 n?

Remarquons que h,, et donc In(1 + h,,) est négatif, ce qui légitime la comparaison par équivalent.

n*+n+1

2
Comme )_ —3 converge, > In (m

) converge |.

m\* o NS
e) (5) —(arctann)®, a €R} :on soustrait ici deux suites équivalentes.

(5) -~

n
2 X

a-1
est le taux de variation de la fonction f : x — x* en Z, donc tend vers f" (%) =a [%) quand x tend vers 7,

a

: N AN o a-1(77 . b/ 1 1 b4 «
cest-a-dire que | — | —x*% ~ a( ] — —x|. Par ailleurs, — —arctann = arctan|— | ~ — donc | = | — (arctann)® ~
2 g 2 2 n) n 2

a &= 5 2 P
= (g) d'oula ’ divergence de la série ‘
n
—V'n2 - - -\ n2 L. 2 .
f)0<Vn?+1=n,donce™V™* <e™ et Y e converge, donc Y e V" *! converge (on évite de rechercher un équi-

n=0 n=0

valent simple dee™" P qui nest pas infaisable: n—v n*>+1— 0, donce™" 2
n

g)lnEe"+1)-n=In

—0doncln(e” +1) ~

In(n?+1) 2Inn In(n?+1
De méme, In (n?+ 1) ~ 2Inn donc In(m"+1) —,et | ) In(m"+1) diverge |.
In(e” +1) n a1 n(e” +1)
* sin sin ¢t % sint b 1
)f dt Comme cht = 1, 0 < —— < sint donc par intégration 0 < f —df < f sintdt = 1—-cos—, or
chr o cht 0 n

u? 1 1 1
1-cosu ~ — donc1-cos— ~ —.Comme ) — converge, on en déduit la ‘ convergence de la série |
u—0 2 n 2n? 2n?

.\ |sinn|+|cosn| . X . N 2
i) ————————— Comme |sinn| < 1 donc |sin n| = sin netdememelcosnl = cos” n donc
n

. . . Ismn|+|cosn| PR
|sinn| + | cosn| = sin® n + cos? n = 1. Finalement —————— > — et | la série diverge |.
n n’

Soit ) u,, une série convergente, a termes positifs. Etudier la nature de la série Y_ \/u,,, u,,.

a+b

Indication : montrer que pour (a, b) € R%, v ab < >
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Maths — PT  exercices sur les séries numériques : feuille 6 (solutions) Lycée Mandela 2024/2025

+b a+\/'b)? +b
Réponse : Pour (a,b) € R?, a 7 vab = @ = 0donc0 < vab < a 7 . Appliquons ceci a
Uy, + U,

a=1u,b=1u,,:0<\/u,,u, < 5
+00

n 2n
Or ) u, converge, et pour tout 7 € N, Y 1 < ) Uy, < )_ Uy, donc les sommes partielles de la série a
k=0 p=0 p=0

termes positifs ) u,, sont bornées, donc Y_ u,, converge. En appliquant le théoréme de comparaison par

majoration, | +/u,,u, converge

2
an“+bn+c
* Soit @ € R, et (a, b, ¢) € R%, a > 0; déterminer la nature de la série de terme général In (—)

na

) an*+bn+c e

Réponse: Comme a > 0, pour n suffisamment grand, —————— > 0, ce qui justifie 'existence de la
n
série.
an*+bn+c a . ) an*+bn+c L
Comme ~ , on sait que si a < 2, alors In[ ————— | — +o0, et alors la série diverge
n« na—Z ne

grossierement;

) an*+bn+c . an*+bn+c) .. R .
si @ =2, alors ———— —aet la série Zln — diverge grossiérementsi a # 1;

n

. an*+bn+c n’+bn+c b ¢ an*+bn+c) b 1

sia=2eta=1,alors = > =1+—+—2,doncln— =—+@’—2.
n¢ n n n ne n n
) an’+bn+c ) i
Il en résulte que Zln ——, | convergesi, et seulementsi b =0.
n
. an*+bn+c 1 b ¢
Enfin, si a > 2, alors = a+—+ —|,donc
n« ne-2 n n?
an*+bn+c b 1 L N
In — = R-a)lnn+a+—+0C — | — —oo et la série diverge grossierement.
n n n

. an*+bn+c . )

Finalement Zln —— | convergesi, et seulementsi,a =2,a=1etb=0|
n

[ E Déterminer la nature des séries suivantes et calculer leur somme :

Qg Y 1 1 1

simplifier
s h?—1

n-1 n+1

2 .
b) Y In (1 - —) Ecrire ln(l - —) sous la formelnu, -Inu,,,
nse nn+1) nn+1)
2n—-1 2n—-1 a b c
c) Y — trouver (a, b, c) € R® rels que = +—+
a3 3 —4n nd-4n n-2 n n+2
1 1 1
d) — simplifier —— — —
n=4 Z) (ng 1) (;l)
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Réponse: a) Convergence :
1 1 1 1
~ —,or » — converge (cas de Riemann avec @« =1) donc ) ——— converge.
n?—1 n? ,gan ge( ) ,gan—l ¢
1 1
Valeur: ——( - ) ourn=2,donc(enposantp=n—-letg=n+1
2-1 2\n-1 n+1 P (enp p qa )
i 1 _ 1 i 1 i 1
=n2-1 2\4on-1 Sn+l
1 1 I m-11] 1 1
= —|1+=+) —- —+—+
2 2 3P \n3q m m+l
1 1 1 1 o ] 3
B TEUS S N S
2 2 m m+l —n:i-1 4
2 1 2 AEg
b) Convergence : Pour n =2, n(n+1) = 6 donc0 < ——— < - et donc ln(l— )est définie et
nn+1l) 3 nn+1)
négative.
2 2 7 2
De plus, ln(l - ) ~— ~ — d'ol la convergence de Z ln(l - —)
n(n+1) n(n+1) n? ne3 n(n+1)
2 nt+n-2 n+2)(n-1 n+2 n+1
Valeur : ln(l——)zln = ( A )= —In donc, pour tout N € N,
nn+1) nn+1) nn+1) n -1
N=3:
N N n+2 n+1 N+2 By 2
Zln(l——)zZln -In =In —1In3. Donc Zln(l——)z—ln?)
=2 nn+1) =2 n n-1 =3 nn+1)
2n—1 2 2 2n—
c) Convergence : = —,or y — converge, donc la série a termes positifs converge.
) 8 nd—4n n? an g 2 ;g's S 8
2n—1 a b c , . - R
Valeur = + —+ ——.Ondétermine a en multipliant cette égalité par n—2 et en remplacant
n-4n n-2 n n+
(n-2)2n-1) 2n—1 n—-2 n—
npar?2: = =a+b +c doncavecn=2:a=—.
nn-2)(n+2) n%+2n 8
5
On trouve de méme b = A puis ¢ = —g.Alors, pour NeN,N =3:
N 2n-1 m-o 1 171 N1
> =S¥ Y —ao)
amsnd—4n 8, 5n—-2 4,.=%n  Sn+2
GRIE2lS (SRR (R ) |
= ST +gYo-2Y o
8m:1m 4n:3n 8p=5p
3 1 1 1 N=21 1{1 1 N=21 1 1
= —[l+-+-+-+ —|+=[=+=-+ —+ +— -
8 2 3 4 Afm| 4\3 4 Z=n N-1 N
5 [N+2 1 1 1 1 1
- = —+ +—+ +
8\Zsp N-1 N N+1 N+2
3 1 1 1 1(1 1 1 1 1 5 1 1 1 1
Rt e s R RN
8 2 3 4 4\3 4) 4\N-1 N) 8\N-1 N N+1 N+2
89 t© 2n-1 89
= —+Ryavec lim Ry=0,donc| ) =—
96 N—+oo =sn®-4n 96

1 24 24 1 .
d) Convergence: — = ~ —, or ) — converge, donc par comparaison du terme
() nn-Dm-2)(n-3) n*  Znt
positifs m avec un terme convergent de série de Riemann, | ) m converge |.
4 n=1\4
1 1 6(n—-4)! 6(n-23)!
Valeur: —— -~ ( b ' )
") G) (n—1)! n!
6(n—4)!
= T (n—(n-3))
_ 24(n-4)! (3)
B n! 4
31
= —== Donc, pour N e N,N = 3:
4(})
N1 4N 1 1 41 1 o] 4
Y ==Y - =< |m- —) En passant a la limite quand N tend vers +oo : =
=) 3am () () 3\G) () a=a(3) 3
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@ « Constante » d’Euler-Mascheroni

1 -1
Montrer la convergence de la série de terme général u,, = — + ln( )
n n

no1
En déduire qu’il existe un réel y tel que > - Inn+y+o(1).
=1

1 n-1 1 1
Réponse: Pourn=2,u,=—+In =—+In (1 = —), différence de deux suites équivalentes.
n n n

n
Nous avons besoindunDL2 deIn(1-x) en0:
In(l—x) x2+(2)d 1 1 1+(1) 1+(1)t 1 .
n(l-x)=-x-—+o(x%),doncu,=—-—-—+o|l— 0 etu, —, ce qui assure
2 " n n 2n? n2) " 2n? n2 Top2 04
que la série a termes négatifs ) _ u,, converge par comparaison (équivalents) avec une série convergente de
Riemann.

n n 1
PourneN,n=2, ) u Z + Z In(k—1)-Ink = Z —+In1-Inn et par ailleurs, Z up — Z up =
k=2 k=2 k=2 k=2 k=2
n n n 1
On en déduit que Z E Y ur+lnn=Inn+S+o(1)donc |} P 1+S+Ilnn+o(1).
k=2 k=2 k=1
@ Séries alternées
Déterminer la nature des séries de terme général :
- -D"@2n+1 (n+Dm smt
1) ) Chentl) (calculer la somme) f
ninn nn+1)
_1\n
Réponse: a) ( ) est positive et décroissante, de limite nulle, donc | ) converge.
nlnn/pen nlnn
. 2n+1) 1 1 PR .. . o
b) Soit u,, = ———, alors u,, = — + ——, donc (u,,) est décroissante, de limite nulle en +oo, et bien sir
n(n+1) n_ n+l
. (-D"2n+1)
positive. ——————— converge.
ns1  nn+1)
Pour n € N,
DFeE+D _ & (D DR ¢ D s EDE e 1)" GV
> k(k+1) Z( Yl TAE TE A > I
k=1 k= k=1 k=1 k=1 1=2
n (-DFEk+1 Nk = 1’ -t "
EVe Z S Z D) :—l+u,et en passant a la limite quand n tend
k=1 k(k+1) k=2 k n+1 n+1l
no(-1*2k+1)
vers +oo: — =-1
k; k(k+1)
c) Apres changement de variable u =t + nm :
f(n+1)n sin t f sin (u + n) Sin AR 4 (Cqyn f sinu
u=(-1"v,, avecv, =
Vu+nm " " Vu+ nn
sinu sinu o
Comme < pour tout n € N et u € [0, 7], on obtient la décroissance de (v,) par
Vu+(n+Dr  Ju+nn

sinu sinu N L .
pour toutpour tout n € N*, une intégration donne 0 < v, <

<
VUu+nm b \V nmn

donc par encadrement lim v, =0.
n—+oo

intégration; et comme 0 <

2
Vv nmn

Le théoreme spécial des séries alternées permet de conclure a la convergence de ) _(-1)"v,

Critere de d’Alembert

En utilisant le critére de d’Alembert, déterminer la nature des séries de terme général :
Ink (n!)? n"

a) kHz b) G b D
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" In u Inn
Réponse: a)Enposantu, =[] - pour n = 2, alors |—*1| = — tend vers 0 quand 7 tend vers +co.
k=2 Up
‘ )" u, converge absolument ‘
n)?
b) Avec u,, = u,
2n)!
u n+1)H* (2n)! n+1)>? 1 n!)?
nll = & W@ = { ) ——<0. (e converge absolument |.
u, (nh? @2n+2)! @2n+2)2n+1) 4 (2n)!
n" |u 2" (n+1)"*! 1\" n+1 1\" en
c) Avec u, = —, || = 2( A 5 2(n+1)(1+—) =—(1+—) ~ —— qui tend
on u, 2(n+1) nn 2(n+1)=-n n 22n+1 n 2 on

n
n
vers 0 quand 7 tend vers +oo. | Y o converge absolument |.

3n\""
d) avec v, = (2 >0,
n

Ups1  _ (@Cn+2)(n+1!GBn)!  2n+2)Cn+1n+1) 2 2n+1)n+1) 8 < 1
v, Bn+3)!(2n)n! T @Bn+3)Bn+2)Bn+1)  3Bn+2)@3n+1) 27
> converge.
2n
* %k On considére la série Z —
n=0 1
a) Justifier la convergence de cette série.
+00 1
b) PourneN,onposeR,= ) —.
k=n+1 k!
Mont k= +31<11 t en dédui O0<R llfl
ontrer que pour k = n+3, — < —— — eten déduire que 0 < —— ). =
quep k' non!k? 4 n+2 S n!'n o k2
En conclure que R,,_; ~ —-
n!
Réponse:
1 1
a) n!=2" parrécurrence sur n = 4, donc 0 < —' el d’ot1la convergence de Z =
n!
b) Pourk=n+3, k!l=nln+1)(n+2)--k=znn+1)(n+2)k = nl(n+1)(k - l)k par ailleurs, (n +
1 111
Dkk-1)-nk?=nk*-nk+k*-k- nk2 (k—=n-1k=0,donc k! = n'nk? et F ST
nn
too ] 1 1 1 oo 1 1 1 1
AlorsR, ;=Y —=—+ + + ) —=—( + )+R,,+3
imn Kkl n!l (n+1)! (n+2)! Skl nl n+l (m+1)(n+2)
, 11 4 1
Or, d’apres le calcul ci-dessus, 0 < R, < Y
I’l' }’l k=n+3 k
S 3 lant S 0<R,.,< L5, d R ! d R !
kgi 72 Converge; en appe ant S, sasomme, 0 < R,,,, < ;; oncR,,, = O(n.) onc | Ry~
+00 \/_ +00
* @ Montrer la convergence de la série kzo i ;onpose R, = k:zn'u o

Montrer que |n ‘ Wn+1R, - 1} TSI et en déduire un équivalent simple de R,,.
k=1

+1)
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vE _VE_

. 1
Réponse : n! = 2" par récurrence sur n = 4, donc 0 < < =0 (—k) d’ot la convergence de

k! 2k V2
vk

Kk

e nlvn+1vVk I(n+1 o nlvn+1vVk
Pourn=1,nvVn+1R,= Y. LA \/_:n(n )y y u

" k! (n+1)! k!
k=n+1 6 . k=n+2 .

Atk o Vi ko1 1 koo 1 1 1
<

= —_S ,S - .
k! Vi1 jent2 ] \/E‘/n+ iznzn+z n+lnm+Dk1  (n+D*

Orpour k = n+2,

too 1 1 1 1 n+1 1
DoncO<n!vn+1.R,—-1< < = ==
" kgz(n+1)k (n+121--L n+l1 n n

1

Onentireque n!lvn+1.R,—1=0(1),doncn!v/n+1.R,~1let |R, ~

n'vn+1

* On considére deux suites u,, et v, cette derniére a termes positifs.

a) On suppose que ) v, converge, et que u, = 0(v,). Les deux séries de terme général u,, et v, convergent
+00 +00
alors, etonpose R, (u) = Y upetR,(w)= ) .
k=n+1 k=n+1

Montrer que R, (1) = o (R, (v)).

b) On suppose que )_ v, converge, et que u,, ~ v,. Montrer que R, (1) ~ R, (v).

+00
c¢) Alaide d’'une comparaison série-intégrale, déterminer un équivalent de p, = ) —sia>1
k=n+1

Réponse :

a) Comme u, =0(v,):VeeR:,IpeN,n=p = |u,| <cv,.

+o00o
Alors, pour n=p,0<|R,(Ww)| <R,(u) < Y ev <eR,().Donc ’ R,(u) = o(R,(v)) ‘

k=n+1

b) u, ~ v, s'écrit |u,, — v,| = 0(v,), et d’apres la question précédente

IR,(u)—R,)| =IR,(u-v)|<R,(lu-v]) =0(R,)),donc |R,(u)~R, )

1 1 1 k+1 1 1
c) Pourk<st<k+1l, —=—= , puis par intégration : (1 —2[ —dt = .
) ke~ 1@ (erpe PUSP g W= =92 Grne

m+1

m k+1 1 m+1 1 tl—a
Orpour m >n =0 (eta >1): ) t—adt = f t—adt = qui tend vers
n

k=ns+1Jk +1 l-a

n+1l

1 1
——————— quand m tend vers +oo, on en déduit par sommation de (1) :
a—-1(n+1)!

g 1 1 - " 1 1 - = 1 tenfi

z— > et donc =p,2 ——————— etenfin
Prn= a1 (n+1)e-1 Prs1 a—1ne1-Pn=5 (n+1)e-1

a-1 1 1
1= (a@-1)n"'p, = ( ) . Le théoréme d’encadrement aboutit donca | p, ~ —— |
n+1 a—1nel

* Série des racines d’'une équation polynomiale

1 1
a) Pour n € N*, étudier la fonction f, : x — x" + x\/n — 1 sur [0; 1]. Que valent f, | —— | et f, | — |2
2y/n N
b) Montrer que, pour n € N*, I'équation x” + x\/ﬁ —1 = 0 admet une unique solution sur [0; 1], appelée u,,.
¢) Montrer que la suite (u,,),, a pour limite 0.

d) Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?
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Réponse:

a) f, est polynomiale, donc de classe € sur [0;1], et f/(x) = nx""' + y/n > 0 donc f, est strictement
croissante sur [0; 1].

1 . 1] 1 _
—§<0,fn S — _W-'-l_l_

=

| _ 1) 11 1 11

De plus, f,,(0) = -1<0, f, m = 0 iz +§_ = onnis
—5 >0;etenfinf,()=1+v/n-1=n>0.

b) D’aprés le théoreme de la bijection monotone, f,, admet donc une unique racine sur [0; 1], qui est

1 1 1
et —: SU,s —

1
2yn W' |2yn " n|

¢) Le théoréme d’encadrement appliqué a ce résultat montre que lim u, = 0.
n—+oo

1 1
d) Puisque u, > ——, etque )_ diverge, par comparaison.
2y/n 2\/n

= La formule de Stirling

encadrée par

1t

Pour n € N*, on note a,, = etu,=Ina,,; —Ina,.

n"\/n

a) Montrer que Y _ u, converge; en déduire que (a,,),,.; admet une limite finie £ € R}.
nx1

2".nl)? 2
@"n) z. Simplifier n. et en déduire que ¢ = \/27.

@2nm)'/2n 2 ayp

n n
¢) Montrer la formule de Stirling : | n! ~ (—) 2nn
e

b) On admettra la formule de Wallis :

d) Déterminer la nature de la série de terme général

n

n!
Réponse :
a) u. =Ina — T =lna"+1 —In (n+1)!en+1nn\/ﬁ In (n+1)enn+1/2
n n+l n a, n!e"(n+1)"+1« /n+1 (l’l+1)(n+l)"+1/2

n+1 x?
u,=1- (n + %) In ——. En utilisant le développement limité In (1 + x) = x — 5t o (x3uw),
n

1\(1 1 1 1 1 1 1 1
=1-(n+-|[=-—+0|=]||=1-[1- —+6|= |+ — - — +6|=
H (n+2)(n 2n2+6(n3)) ( 2n+@(n2)+2n 4n2+@(n2))
1

doncu, =0 (ﬁ)

1
Comme )_ —, converge, par application de la régle de comparaison.
n

n n
Or ) u; = ) Inag,, —Ina, =Ina,,, —Ina,, qui tend vers une limite finie S par convergence de
k=1 k=1
Y u,;alorslna, — S+Ina,,donca, — ¢ = eS.a,.

a:  (n)?e* (2n)?"v/2n  (n)222" [2 2"n!)?
b) = = = =B || ——0000
2n)!'\/2n

a_z,l (2n)le" n?*"n @en)! \n
— ¢; on en déduit donc que | ¢ = /27 |

) .2 qui tend vers v/ 2 d’apres la formule de

Wallis.
2
n

Or a> — ¢?, et a,, — ¢, donc
Qsp

n n
¢) Comme a, ~ ¢ = /27, on aboutita| n! ~ (—) 27N

e
n in n 1 e 1
d) Alors (n))!/" = — (\/nn) ~ —,et0 < — ~ —; donc ) —— diverge par comparaison avec la
€ e VYn! N {/n!

série harmonique.
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