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PT

Exercices sur les courbes planes (solutions) 2024/2025

feuille N°5
2 2

y

On considere l'ellipse & d’équation cartésienne ry +—=1.

4

a) Ecrire un paramétrage M (t) de &.

b) On considere les foyers F et F' de &. Montrer que M € § < MF + MF' =6.

¢) Déterminer une équation cartésienne de la tangente J () et de la normale A (¢) 2 & en M (¢).
d) Montrer que ./ () est bissectrice des droites (M (), F) et (M (), F').

a)
b)

d)

Réponse :

Un paramétrage de & est (x(¢),y(¢) = (3cos¢t,2sint), t € [-m, 7].
MF +MF' =6 équivauta MF' =6~ MF, puis (MF')? = (6— MF)? (et MF <6); (MF')*> = (6— MF)?
équivaut a (M F")?> = 36 — 12MF + (M F)?, soit (MF')? = MF? —36 = 12MF, et enfin a 122. M F? =
((MF")?-MF?*- 36)2, plus facile a vérifier que I'égalité de départ. En effet : (MF')> — MF? — 36 =
(x + \/§)2+y2 = ((x— \/§)2+y2) —36=x2 +2\/§x+y2 = (x2—2\/§x +y2) — 36 = 41/5x — 36, donc
2

((MF)? - MF?-36)" =16(/5x - 9] = 16(5x* - 18V/5x + 81); alors
((MF')? - MF?-36)" — 12°MF? = 16 (5x* — 18\/5x + 81) - 16 x 9 (x* =2V/5x + 5.+ y?

= 16(5x% - 9x2 — 18V/5x + 18v/5x + 81 — 45— 9y?) = 16 (~4x? - 9y* + 36) = 0.

La tangente I (¢) a & en M (¢) est dirigée par M’ (1), donc admet pour équation cartésienne :
x—3cost y-—-2sint

ATY n_ _ : _ 2 )
det(MX,M') = _3sint 9cost '—Odonc ‘2003(t)x+3sm(t)y—600s t +6sin t—6.‘
La normale A4 (f) a & en M(f) a pour équation cartésienne : MX.M' = 0 soit

‘ —3sin(f)x +2cos(¢)y =5sintcost. ‘

Il s'agit de montrer que I’ angle a entre (M (¢), F) et N (r) d’une part, et l'angle B entre (M (¢), F') et
N () sont égaux. Comparons leurs cosinus :

=M or MF = V/5-3cost et]fl(t):l 2cost ou k% =4cos®t +9sin®t =4+
||]<I(t)|| ||W||’ —2sint k \3sint
5sin?t.
MF-N(t) = %(Zcost(3cost—\/§)+631n2t) = —%(6—2 5cost), et ME = (/5 - 3cost)? +
4sin’t =5-6v/5cost +9cos’t +4sin’t =9-6 5COSt+50082t=(3—\/gCOSt)2.
_ MF -N(1) Or—ﬁ:(—\/g—?)cost)
|N@| [MF | SZeme

— . 1 1 —
MF -N(t) = E(Zcost(3cost+\/g)+6sin2t) = E(6+2 5cost), et ME" = (/5 +3cost)? +

2
4sin’t =5+6v/5cost +9cos’t +4sin’t =9+6 5cost+5coszt:(3+ 5cost) Finalement

cosa = ; =cosf: ‘ (M (1), ¥ (1)) est bissectrice des droites (M (t), F) et (M (¢),F"). ‘

V4 +5sint
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Maths — PT  exercices sur les courbes planes : feuille 5 (solutions) Lycée Mandela 2024/2025

| Theme : tracé|
= Etudier les courbes paramétrées définies par :

t
_ 42 X =
X=t"+2t 4
+
a) , 1 ,teR b) Z: 1+1 ,LER
y=t'+—= 3
t? y=
1+¢t*

c) Montrer qu'une équation cartésienne de . est (x> + y%)* = xy.

4
Réponse: d) x et y sont €' sur R: et R*, et pour tout ¢ € R* : x'(£) = 2(t + 1) et y'(t) = 2t — % = 2tt—;1,
[ ¢t |- -1 0 1 +00 |
x'(t) - 0 + +
d’oui le tableau de variations simultanées:| x(¢) | +oco \, -1 / 0 / 3 )/ +oo |
y' (1) -0 + |l + 0 +
y#) [+o0o N\ 2 /Il N\ 2 / +oo

Ily a des asymptotesen ¢t =0 eten t — + +oo0. En £ = 0, 'asymptote est verticale d’équation x = 0.

1
En +oo, lim L _ lety—x=— -2t ~2tdonc lim y—x=-ocoet lim y—x = +oo. Ceci correspond a une
t—+o00 X tz t—+oo t——o0

branche parabolique de direction y = x.
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-t -
e)M(—t) = (m, m) = —M (¢) est'image de M (¢) par une symétrie de centre O. Il suffit d’étudier la
courbe sur R, .
1% i t
M (%) ) (1 ':714 1 "t' %4) B (1 +14 1+ t4) est 'image de M (t) par la symétrie d’axe y = x. Il suffit d’étudier
la courbe sur [0;1]. x et y sont ¢! sur R, et pour tout f € R:
x'(t) = ;(1+ tt—r.(4r?) = Rl ety'(t) = ! B2+ Y- 2.(48%) = EE=i) d'ott le
1+ 142 ' Atz Y L+ 142 ' 1+h2
tableau de variations simultanées /le graphe :
[t ] o 37 1]
JO] 1+ 0o - 3
x(t) 3—1/4 / % \ 3—3/4
yao | o+ + 1
y(t) 3—1/4 /v % /v 3—3/4
Enfin
x4 ye? = 29 iy
Y=gz T XV
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Theme : enveloppes

Déterminer I'enveloppe de la famille de droites définie par :

a) ¥ x —ysint = cost, ¢ décrit R (vérifier que x* — y? = 1)

b) * Les équations x cosa + ysina = p(a) (p est une fonction C' de R dans R, ; interpréter géométrique-
ment a et p(a))

¢) ** d’un rayon de roue de bicyclette qui roule sans glisser, assimilé & la droite supportée par le diameétre
de la roue.

d) s del'image du faisceau de droites verticales x = cos a par réflexion sur le demi-cercle x*+y* =1,y < 0.

a)

b)

c)

d)

Réponé@droite d’équation x—ysint = cos passe par le point M (¢) : (°%3*)

et est dirigée par #i(¢) : (S0), donc M'(r) : (°%°) et &' (1) : (°%7);
cost sint

. . >/ > —
ainsi det (' (¢), i(1)) = 0 1

' = cost et det(M (t),u(t)) =

—sint sint . . :
0 1 ‘z—smt,puls/l(t) =tantpourt0utt¢%+k7r,k€Z.
1 ;
On trouve le paramétrage : A(¢) : (°3") +tans (7)) = ; — (sxy)-
Ccos 2
- , , l-—sin®t , .
On vérifie que x“ — y~ = oot 1, donc I'enveloppe des droites .
cos

est une hyperbole équilatere.

Soit (D,) la droite d’équation cartésienne x cosa —ysina = p(a), M
un point de D,, et H le projeté orthogonal de O sur (D,).

7i = cosai +si ___J est un vecteur unitaire et normal a (D,), donc

X € (D,) < OX.ii = p(a), donc p(a) = OM.7i = OH est I'écart p(oc\)\‘
entre O et H : |p(a)| = d(O, (D)). « et 'angle entre 7 et 7. .20

Posons I, = ($ha) et], = (5in@), alors (I,,J,) est une base orthonormée directe.

La droite D, passe donc par le point M : p(a)fa, et est dirigée parfa; alors M' = p’(a)fa + p(a)fa,
et = —fa, puis det (&, &1) = det(aa,—fa) =1et det(M’(t),ﬁ(t)) = det(p’(a)fa,fa) = p'(a); ainsi
Ala) = —p'(a), et 'enveloppe est paramétrée par & — A = p(a)fa — p’(a)fa.

Quitte a changer 'unité de longueur, on suppose que la rayon de la roue vaut 1. Par hypotheése, lors-

qu’elle avance de ¢, la roue subit autour de son point central C(¢) une rotation d’angle . Comme le
rayon est en ¢ = 0 dirigé par —J, on obtient OC(¢) = ti+jet CM (¢) = —sintj — cos t].

La droite portant le rayon passe par C(t) et est dirigée par & = MC (1) = (5n); donc C' () = (}), puis

cost
cost sint > 1 sint
det (o, 1) = . :letdet(C’, ﬁ)z
( ) —sint cost 0 cost

=cost;ainsi A(¢) = cost, et'enveloppe est
paramétrée par t — A(t) = ({) —cost ($nt) =1 (21’_‘:;2((22[))).
En posant t = 2u, le paramétrage devient 2x = u—sinu et2y = 1 —cos u et on reconnait une cycloide
(cf fig3.3)
Le rayon incident au point M (¢) = (cost,sin t) est dirigé par J, et le vecteur normal en ce point n'est
autre que 71, = OM (puisque M décrit un cercle). Le rayon réfléchi 7, vérifie alors 7, + j = 2(j - i) 71,
donc 7, = (2costsint,2sin® £ — 1) = (sin (21), — cos (21)).

. _ (—=si = _ in(21) > _ @n). PR COS(Zt) sin(2t) _
Ici M'(t) = (" 3int), au(r) = (_Ségsm)) et i/ (1) = 2(§?§(2t)), alors det (&, &) = 2 “sin@21) cos2n)| =

—sint  sin(2t)

et det(]\71’, L'i) = =cos(2t)sint —costsin(2t) = sin (¢t —2t) = —sint; ainsi A(t) =

cost —cos(2t)
sint , _y
——, etl'enveloppe est paramétrée par
cost +sin®cost cos® ¢
t— A(t) = sint int cf. fig 3.4 et fig 3.4bis).
) sint+T(ZCos2t—1) ———(2cos’t+1) (cf-fig 8 )
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04

L]

$2 02

0.5 05

fig4.3 fig4.4 fig 4.4bis
\Théme : rectification \

2

t
* E On considere p € R}, et la parabole &2 paramétrée par x(¢) = ¢, y(t) = 5

a) Déterminer en tout point M (¢) de & la base de Frenet (T, N ).

b) On projette depuis le haut un faisceau lumineux vertical, qui se réfléchit sur la parabole assimilée a un
miroir parfait. Soit 7(¢) le vecteur réfléchi en M (¢) ; montrer que 7 = 2(N -j) —j et en déduire une équation
cartésienne de la droite portée par le rayon réfléchi.

¢) Montrer que tous les rayons réfléchis passent par le foyer de la parabole.

Réponse :

) yen [E JEER 1 . 1 (=
a M’(t):( ); M'|=41/1+ — = ——, donc T:—( )et NZ—( )
) % ” || p? p T2 0 ¢ e T2\ P

b) le vecteur normal N dirige la bissectrice du rayon incident j et du rayon réfléchi 7, donc (les trois

vecteurs étant normés) j + 7 = 2(N -j)N, soit |7 =2(N D=jl

1 —2pt . ¢ ATV > . .
o tz( 2 p 2). La droite portée par le rayon réfléchi, (M;7), a pour équation
p

Alors 7 =

p -t
det(MX, ) = 0, soit ‘(pz—tz)x+2pty=p2t L

c) Cette équation est vérifiée par x = 0,y = g, qui est donc le point concourant de tous les rayons
réfléchis.

-2.0 =13 -1.0 -0.5

* @ Soit a € R} ; rectifier (ie en déterminer I'abscisse curviligne) les courbes définies par
x(#) =a(t - th(r)
(€5a : a

. 42/3  12/3 _ _2/3
y= Esp X" +yP=a

ch (1)
Indication pour €, : déterminer un paramétrage en posant x = a cos>(t).
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Réponse : 65, : avec x(t) = a(t — th() et y = %(t)’ on obtient M’(r) =
ch?(t) - sh?(1) —sh(t)). 1 sh (1) R
1- i = h?(t)i—sh(®)]) = h(£)i—
a(( ch?(¢) l+( chz(t)) ch2(1) [ = sl ch2(1) (=)
. h2(¢ h?(t d t
et ||M’(t)||2 = zh“iti (1+sh?() = thEt)) ; alors d_; = |th(#)|, donc pour ¢ > 0 : s(t) = fo th (w)du =
In ch (7).
: avec x = acos’(t), y*% = a?® — a?® cos? t = a*®cos® t; y = asin®(¢) convient.

Avec (x,y) = (cos’ (1), sin*(1)), 7= (-3 cos?(r)sin £,3sin?(t) cos t) = 3cos £ sin £ (— cos(1), sin(1)).

a2 oD 2 5 9  , ds 3 . . . .
Alors ||T|| =9(costsint)“(cos”(t) +sin“(t)) = 7 sin“(2t), et a = 5 [sin (2¢)| entre les points singuliers de

. . 4
6eaq> Cest-a-dire sur les intervalles 0,—

kz(k+1)£[ (£) = > (1-cos 21))
2, > . S —4 COS sur

@ On consideére les courbes définies par :
x(t) =cos(2t)+2cost
6a ® ) @0 i Cep : 2 =(1+e")(1+¢)
y(t) =sin(2t) —2sint
a) Déterminer la base de Frenet de ces deux courbes, et en déduire la courbure au point courant;

b) Déterminer un paramétrage de la développée de ces courbes.
Indication pour 6, : poser t = e*, et exprimer y en fonction de ¢.

> —-2sin(2t) —2sint
P . . /:
Réponse : M (Zcos (2t) —2cost )’ come

||]\7[’||2 = 4(sin® (21) + 2sin (21) sin £ + sin® ¢ + cos? (21) — 2 cos (21) cos ¢ + cos® )

R 3¢
||M'||2 = 4(2 —2(cos (2t) cos ¢ +sin (2t) sint)) = 8(1 — cos (3t)) = 16sin? >

3t t 2km
Les points singuliers de 6, dont donc ceux ou sin o 0, soit 2 kmiet = 5 kez.

. 27 2w [ ds . 3t . . . 3t t
Sur l'intervalle [k—, (k+1)—|, — =4sin—. Or —2sin (2¢) —2sint = —4sin — cos — et
3 3 dr 2 2 2
— 11 N in t
2cos(2t)—2cost=4cos%cos§,donc T = 098? , puis | N = szt |
—siny —Cos 3
dT drdT 1 1 sint 1 . 1
Alors — = —. — ———— %, = ———=N,soit |c= ar identification.
ds ds dr 4sin%2(—008%) 8sin 3 8sin 3 5

OI =OM +RN = (—=3cos(2t) +6cost) I+ (—3sin(2¢) + 6sin t)j = —30M (¢t + m) donc la développée de 6;,
est obtenue a partir de 6, par une homothétie de rapport —3.

12 = (1+e5)(1 +eY).
t+1

En posant t = e*, 'équation cartésienne devient 2te¥ = (1 + ¢)(1+¢€”) soit (t —1)e’ =1+ ¢, donce’ = ——.

r+1 r+1
Les valeurs admissibles de ¢ sont donc telles que ¢ > 0 et — >0, iet>1;alors (x,y) = (ln t,In ﬁ)

N 1 L 1 4 tt—21% +1-4r* 2 +1)?
m={, | =| % | donc|M|P== + - _ wr
s i ot 2 (r2-1)? t2(t2-1)2 t2(t2-1)2
- 1+1? . 2t(tP-1) ., | . (£l L [
Alors||M'||=2—,etT=(—2)M’ T:(t_zgtl et |N = ggf{ |
t(t>-1) 1+¢ Zi1 i
. . -4t
dT dt dT 1+¢* | 1172 2t(t-1) . 2e(*-1)
Alors — = —.— = ——— i = ———-N, so0it | c = ————- | par identification.
ds ds dr  t2-1[20-1) |7 @212 w+1n? |P
1+¢2
) . 241, t2+1, . , .
On trouve ensuite RN = ﬂl + — ], donc une paramétrisation de la développée de 6y, est
o) 1t+t2+1 @)= t+1+t2+1
x () =Int+——:, =ln—
! z_1' " t-1 2t
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-6 N\ . s :
ANY C?’b 267V (14 %) (1 4 )

-84 1 2 3 4 5 6 7 8

Théme : angle a, et courbes définies par une condition‘

Soit y un arc paramétré birégulier. On pose « = (i, T).
a) Calculer a pour la courbe 6, de I'exercice 6), et retrouver I'expression de la courbure.
1-t* 2t

b) Déterminer les courbes planes définies par la condition (équation intrinséque) R = s.

0
Méme question pour la courbe €, (Indication : si ¢ = tanE, alors (cos@,sinf) = (

Réponse :
d cos(t +n) 1
o —Cos 5 t da da (ds\” 1 1
a) |6, |: T = = 2 ,donc |a =-+m|; alors :—:—.(—) =
) —sing sin(%ﬂz) 2 Y245 T \dr 24sin3
1
on retrouve ¢ = S 3r°
Sll’lf
- £-1 —cos@ cos (0 + ) da 2
. = | 241 | = = = = —_— = —
. T (t_grtl) (—sinf) —sin(@+7) donc ‘a 0+ =m+2arctan(t) |: T 1+t2’et
. da da (ds)_l 2 t(t*-1) on retrouve 2t(t?2-1)
== —_|— = =3 Vi = —
ds dr \dt 1+12 1+1¢2 Y=y
ds
b) R =séquivautas = i’ équation différentielle en s(a) dont les solutions sont s = Ce%, C € R; alors
a
. dM dadM dM cosa dM dM cosa
T=—=——=Ce*—,donc| . =Ce*—et— =Cje™*| . .
ds ~ ds da da (sma) de ~ da (sma)

1
-1+
Les courbes obtenues sont semblables (rotation puis homothétie) a la spirale logarithmique (x, y) =
(e %cosa,e *sina).

=i 5 @,

En posant M = (;), puis z = x + iy, on obtient z’(a) = C,e”%¢'® puis z(a) =

m Tractrice de chainette
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conditions :
(1) T passe parle point A: (0,a)
Soit P l'intersection de la tangente a T en M avec l'axe O,,

Soit a € R}. On recherche une courbe T du quadrant x > 0,y > 0 décrite par un point M, qui vérifie les

2)
alors |[MP| =cte = a.
On pose t ={(PM,—1).
a) Montrer queles coordonnées de M sont souslaforme (w (), asint);
déterminer qu'une condition sur ¥ équivalente a (2) est T
acos®(t) +sinty'(t) = 0.
b) En déduire qu'une paramétrisation de T est N =
1. 1-cost ) O P~ Ox
x(t)=-a|cost+ —In ———|,y(¢) = asint|.
2 1l+cost
c) Rectifier T, et montrer que la développée de T admet pour équation cartésienne y = a ch (—)
a
Réponse :
a) Comme l'angle MPO a pour mesure ¢, donc PM = a(-costi+sintj), donc PM = OP +
a(-costi+sintj) =y (t)i+asintj.
: . R 40 (¢ .
Une équation cartésienne de la tangente a 7 en M (¢) est alors . "’f AL 0, soit
y—asint acost
acos(t)x—w'(t)y = acos(t)w(t) —asinty'(t).
L'abscisse de l'intersection de cette tangente avec 'axe O, (autrement dit le point P) vérifie y = 0 et
acos(t)x—w'(t)y =acos(t)y(t) —y'(t)y'(t), donc x = w(r) — tan ty'(¢).
Or, OP = OM + acost, donc I'abscisse de P vaut w(t)+acost,ety(t)+acost =y(t)—tanty'(1).
2
, cos” t
On trouve donc |y'(t) = —a—; .
sin t
T t cos®u t cos®u
b) Comme v (—) =0,y(t) = —af - du = —af —— (=sinu)du.
2 7 sinu Z sin“u
Apres le changement de variable v = cos u,
E A R 1. 1-vp]es!
w(t)z—af dvzaf (1——————) =—al|lv—--In
o 1-—v2 0 21-v 21+v 2 1+vlo
. 1. 1-cost . cos?t
Finalement |y (t)=-a|cost+ -In———|.|Comme y'(f) = —a—; ,
2 1l+cost sint
2
cos“t
- _ acost ds cost - [— =
M =|"%nr |=— (_CO.Stt), donc —=a——etT = ( (.:Ostt) = (cgs((n_ tt)))
acos t sint sin dt sint sin sin (7
2t _ " s > oY _[[cost | (—sint))
On en déduit que s(¢) = aln (sin ¢), que le repére de Frenet est (T,N) = ((_ sin t) , (_ cos t)) ;a=—t.
51 !
< —sint t
ATl'aide de la formule ¢ = —, on trouve ¢ = !
ds acost {
—acost 4 1 4
doncR=——. £
sin ¢ F:
—_— - . t acost [—sint /
Alors01=OM+RN=("’F))— : sin ) T
asint sint |—cost :
— _ i 2 2 :
Of = (—Eln 1 Cost,asm t.+cos t)
2 1+cost sint
1. 1-cost a
donc I:(xlz——n V== )
2 1l+cost sint
X 1 1+cost 1-cost
alors ch (—I) = = = =
a 2 1-cost 1+cost
1(1+cost)—(1—cost) 1 2 1y 3 4
2/(l+cost)(1—cost) 2\/1-cos?t Sint a
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* @ Spirale logarithmique

wx [10]

‘Théme : courbes, angle a et complexes — courbes semblables a leur développée

eR.

: s o s x(t) =e ™ cost
Soit m € R} ; on considére la courbe paramétrée . définie par { t

y(@) =e ™'sinrs

a) Onpose z(t) = x(t) +iy(t). Exprimer z(t + 27) en fonction de z(¢) et en déduire que M (¢ + 27) et'image
de M (t) par une similitude a préciser.

b) Déterminer la tangente J, a ¥ en M (t), et montrer que J, fait un angle constant ¢ avec (OM (1)).

c) Déterminer en M (¢) : la base de Frenet (T, N ), l'angle a, le rayon et le centre de courbure.

d) Montrer que % est semblable & sa développée &', c’est-a-dire que .’ est 'image de # par une rota-
tion/une homothétie.

Réponse :

a) z(t) = e ™icost + ie"!sint = e Mlel! = eI Z(t +21) = x(t + 2m) + iy(t +2m) =
eTmHD2neEIHDL — o=2m7 7 (1) donc M (t +27) est'image de M (¢) par 'homothétie de rapport e 27,

_m l. .
b) zest €°surR, etz'(f) = (-m+i)z(t).Or—-m+1i = m2+1( + ):\/m2+1e”/J
Vm2+1l Vm2+1
-m
avec ¢ = arccos .
m?+1

Donc Z'(¢) est 'image de z () par la composée de ’homothétie de rapport V' m? + 1 et de la rotation
d’angle ¢ : la tangente a .¥ en M (t) fait avec la droite (OM (1)) ’ un angle constant égal a ¢ ‘

I A ds o )
c) Z(t) = Vm2+1le ™'e?e!!, donc - = 1Z'(t)] = Vm2+1e ™! et T a pour affixe e!*?,

Alors T= (Ef’rf((z%) et N = (_Czlsn((tf(;’;)) . Par identification (relevement) , donc
ds ds dr

R=—=——=VvVm2+1le™
da dtda

Laffixe de RN est zr — 2V m2 + le”™eltje!? = jel?z(r); l'affixe du centre de courbure est

2 (1) = 2(t) + ie™z(1) = (1+ ie™) 2(1) |

d) Alors z; est 'image de z par la similitude z — (1 + iei"’) z.

1+ ie = el
ZCOS(% +Z ei(%J’%),
donc la similitude est la composée d'une ho-
7
mothétie de rapport 2 cos (% + Z) et d'une ro-
7
tation d’angle b =
2 4

Comme une rotation a la méme ef-
fet global sur % qu'une homothétie,

‘ &' est'image de # par une homothétie. ‘

x(t) =cos(pt)—pcost

ypocycloides
Soit p € N*. On considere la courbe paramétrée %, définie par {

y(t) =sin(pt)+psint

a) Montrer que la courbe 7€, est fermée, et symétrique par rapport a I'axe O,. Sur quel intervalle I'étudier?
2m _ 2im
b) On pose z(t) = x(t) + iy(t). Montrer que V € R, z (t + ﬁ) = e ph z(t) et en déduire que 7, est inva-
p

riante par rotation d’angle

1 Sur quel intervalle minimal étudier 7, ?
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Maths — PT  exercices sur les courbes planes : feuille 5 (solutions) Lycée Mandela 2024/2025

+1 )\ .-
¢) Montrer que z'(t) = 2i p cos (p t)e’pTlt , et en déduire quels sont les points singuliers de /),

Déterminer la base de Frenet (T, N ) en un point régulier de pr. Quel est'angle a ?
d) Sip =1, exprimer le rayon de courbure, puis le centre de courbure en un point régulier.
e) Montrer que 7, est semblable a sa développée.

b1
f) Déterminer la tangente a #, en M | —— |.
P p+1

Réponse :

a) Lesfonctions x et y dont 27-périodiques, donc la courbe 7€, est fermée. Comme x est paire et y est
impaire, la courbe est symétrique par rapport a l'axe O,, et on I'étudie sur [0, 7].

. . 27 . 2ipn . =2im
b) z(t) = cos(pt)+isin(pt)—pcost+pisint = el —pe** doncz(t+ ?) =elllerT —peilerl =
p

2m (it —it =2z
e P+l (e” - pe )zeﬁ“z(t).

’s . y _27[
) est'image de M (¢) par rotation d’angle
1 p+1

2n
Donc M (t + " . En tenant compte de la symétrie
p

de #, par rapporta O,, ily abien |invariance de 7, par rotation d’angle

Onpeutdonc | étudier 7, sur

7
0, T ] , en complétant ensuite la courbe par symétrie par rapport
p

a O, etrotations d’angles multiples de

+1°
q . . . . p— . p+ . p+ +1 .p—
c) Z(t)=ipeP' +ipe = ip(e"” +e‘”) = ipe’pTlt (e’pTlt +e"pTlt) = 2ipcos(p t)e‘pTlt
. . (p-Di (p+1)i —(p+D)i
Entre deux points singuliers, z est €' et z/(t) = pieP’" + pie™"" = ipe e (e Pt pe t) =
+1)t @-vi +1 +1 bg
2ipcos (p+1) e 2 ‘ , quis’annule si, et seulement si cos(p t) =0, soit P t= E+2kn (k€ z).
. . . 2k+m
Les points singuliers de pr sont les | M (t;) avec t;, = 1 kel0,n-1].
-7 T +1
Prenons ¢ € ,—— |, alors cos (p t) > 0. Alors
p+l p+1
s , (p+Dt , , iz @-vic  ds 7 (p-Dt .
— =1Z'(¢)| = 2pcos ,etzZ'(t) = |Z'(t)|etz2e 2 = —e'* donc |a=—+——| ce qui
' |z’ (2)] p D) (r) = |z'(2)] i D) ) q
> —sin 2500 > —cos 22DL
donne |T = (§rg) = ( o [,,,2%], ) et |[N= (_sin@) s
ds ds dt da p—-1 ds (p+ Dt
d) Utilisons la formule R = — = —— : — = et — = 2pcos , donc
) da ~ drda  dr 2 dr 4 >
4 +1
R= P cos(p t).
p—1 2
Le centre de courbure est défini par I'affixe :
z;=z+Rie'* =eP! —pe™i' - i cos(—p *1 t)e’pT_lt =e'P! —pe ' - (eipTHt +e_ipT“t)eipT_lt =
p-1 2 —1
g . 2 ] ] +1/ . ]
e'Pt —pe 't - =P (e"” + e_”) donc |z; = Y (e"” - pe_”) |
p-1 p-1
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Maths — PT

Réponse:
e) Le calcul précédent montre que la développée %, est obtenue a partir de %, par une symétrie

centrale, composée avec une homothétie de rapport =,

/

f) M (p Z ; ) est un point singulier. Par dérivations successives :
M| 2| =|psin| 2| - psin| LT |, peos| 2L | + pcos | - =(0,0);
1)\ p+1 P p+1,p p+1 P p+1))

M”(L) = (—pzcos( pr )+psin(ﬂ),—p2sin(ﬂ)—psin(i)) donc
p+1 p+1 p+1 p+1 p+1
= (p*+p) | cos ﬂ ,—sin L =-(p*+pM L

p+1 p+1 p+1

n
p+1

7
La tangente a M (Tl) passe par l'origine |.
p

Pour des raisons de symétrie, ce point est un point de rebroussement de premiere espece.

| | %\\
0.5 1 - ] a b é/}
/

/
[ \

|

05 1

/

/

0.5 /

Tt

|
T

JE

T

p = 2 (deltoide)

p =1 (droite de La Hire)
/ /§/ k ‘ / %\
c | | f \
0.5 / E -0. . ] 1 -0. J

stroide)

1 0.5
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