Maths — PT  exercices sur les espaces euclidiens : feuille 4 Lycée Mandela 2024/2025

PT Exercices sur les espaces euclidiens 2024/2025

feuille N°4

Soit (E, {-,-)) un espace préhilbertien, et ||-|| la norme euclidienne associée au produit scalaire.

Montrer que V(x,y) € E?, [x+y] lx=yll < lx||*+ [y ]?. Etudier le cas d’égalité.

n n 1
Soit (xy, %y, ..., Xx,) € (R})" tel que Y x; = 1. Montrer que Y — > n” et étudier le cas d’égalité.
k=1 k=1 Xk
Indication : utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Soit E un espace euclidien, (a, b) un systéme libre de E, et u € £ (E) définie par u(x) = (x|a)a + (x|b) b.

a) Montrer que Y(x,y) € E, (u(x)ly) = (x|u(y)).

b) En déduire que Ker(u) L Im (u), et en déduire que Ker (u) et Im () sont supplémentaires orthogonaux.
Montrer que Ker (1) = Vect(a, b)* et que Im (u) = Vect(a, b).

c) Ecrire la matrice de 'endomorphisme induit par u sur Im (u) dans la base (a, b), et montrer que u est
diagonalisable.

1 O -1 0
s . 1o 1 0o -1
On consideére la matrice M = 211 o 1 o |

0o -1 0 1

a) Déterminer une base orthogonale de Im (M) et de Ker (M ). Montrer que ces deux espaces sont orthogo-
naux.

b) Justifier que M est diagonalisable, et diagonaliser M. Reconnaitre 'endomorphisme canoniquement as-
sociéa M.

¢) Montrer que A = I, + M est inversible, et que A~ tend quand m tend vers +oo vers la matrice d'un
endomorphisme a préciser.

d) Déterminer la symétrie S par rapport a Im (M).

]
Dans un espace euclidien E muni d'une base orthonormée, soit p un projecteur de matrice P.
Justifier que rg(P) = Tr(P).
Montrer que p est une projection orthogonale si, et seulement si, P est symétrique.

13 -2 -3
Montrerque A= — | -2 10 -6 | estune matrice de projection orthogonale, et préciser ses éléments.
413 -6 5
[ ]
a b b
Soit (a,b) eRxRf et M(a,b)=|b a b
b b a

a) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (a, b) pour que M (a, b) soit orthogonale.
b) Cette condition étant remplie, déterminer la nature de I'isométrie définie par M (a, b).

Polyn6mes de Tchebychev

a) Alaide del’égalité cos(n +1)x+cos(n—1)x = 2cosx cos (nx), montrer par récurrence double sur n € N
I'existence d'un polynéme T, tel que Vx € R, T,,(cos x) = cos(nx), ainsi quelarelation T,,,, =2X T,,—T,_;.
b) Calculer Ty, T;, T, et T;. Montrer que pour tout n €N, degT,, = n.

T
¢) Montrer que (P|Q) = f P(cosx)Q(cosx)dx définit un produit scalaire sur R[X].
0
d) Montrer que, pour (m,n) eN*, 0<n<m:(T,|T,)=0.

T
e) Déterminer la valeur minimale de f (cos?t —acost — la)2 dt lorsque (a, b) décrit R®.
0

Page 1/2



Maths — PT  exercices sur les espaces euclidiens : feuille 4 Lycée Mandela 2024/2025

* Soit R € SO (3) canoniquement associée a la rotation r, d’angle 6 ¢ nZ et d’axe dirigé par le vecteur unitaire

1
K ; alors B’ = (I,],K) est une base orthonormée directe. On considere la matrice A = 5 —(R-R").

0 -r ¢q
a) Montrer que AT = —A, et en déduire qu'il existe (p, g, ) € R® tels que A = ( r oo v )
-qp

On pose alors @ = pi +qj + rk.

-> >

1 - -
b) Montrer que A est associé canoniquement al'endomorphisme § = = ( r—r71),etque V¥ € R3,5(X) = OAX.

¢) En écrivant la matrice A’ de 6 dans B’, en déduire que 6 (1 ( =& Al =sin6], puis que & = sin#. K.
1 4 —36 33
d) Quelle est la nature de 'endomorphisme défini par R = 4— ?
= @ On consideére les matrices suivantes :
1 2 -1 2 0 0 1 1 1 2 2 1 -1 2 2
Ag=-| 2 2 1| By=|1 0 0| C==| 2 2 -1 So==| 2 2 -1
3l 2 2 01 0 3l 2 -1 2 3l 2 -1 2

a) Montrer que ces matrices sont orthogonales et déterminer la nature des isométries canoniquement as-
sociées, respectivement appelées ayg, fg, Vo €t 0 .

b) Montrer que oy conserve les axes des rotations aq et fq.

¢) Trouver des matrices Ry et Ty telles que Ag = Rg x Sq et Cq = Sy x Ty, et décrire les endomorphismes pq et
Tg canoniquement associés.

d) Décrire les isométries définies par Ag x Cy et Ag X B.

[ ]
a* ab ac ad
ab b* bc bd
ac bc c* cdl
ad bd cd d*
Montrer que M est diagonalisable et donner ses valeurs propres, et les sous-espaces correspondants.
1% Indication : quel est le rang de M ?

Soit (a, b, ¢, d) € R* ~{(0,0,0,0)}, et M =

a b c
* Montrer que la matrice M = b a+c b | est diagonalisable dans une base orthonormale indépendante
c b a
dea,betc.

1% Indication : calculer M. (_(1)1) ; déterminer le noyau de M — (a + b\/§+ c)l,.

Theme : coniques ‘

s I(En fOI)lCtiOIl Eie 1')excentricité e €]0,1[, déterminer une équation cartésienne de la conique de foyers A’ :
—-1,0) et A:(1,0).

L]
= Déterminer en fonction de m € R la nature, I'excentricité et les foyers de la conique d’équation cartésienne
+2mxy+y*=1.

* 14 | Déterminer la nature et un paramétrage de la conique d’équation cartésienne x> + xy + y?> — x + y = 0 puis
p g q q y+y y p
son excentricité, la position des foyers et d'une directrice.
[ ]

* Déterminer la nature et un paramétrage de la conique d’équation cartésienne x> +4xy—2y*-6x+12y = 16
puis son excentricité, la position des foyers et d'une directrice.
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