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PT Exercices sur les espaces euclidiens 2024/2025

feuille No 4
1 Soit (𝐸,⟨⋅, ⋅⟩) un espace préhilbertien, et ‖⋅‖ la norme euclidienne associée au produit scalaire.+

Montrer que ∀(𝑥,𝑦) ∈ 𝐸2, ‖𝑥+𝑦‖ ‖𝑥−𝑦‖ ⩽ ‖𝑥‖2+‖𝑦‖2. Étudier le cas d’égalité.
•

2 Soit (𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑛) ∈ (ℝ∗+)𝑛 tel que
𝑛

𝑘=1

𝑥𝑘 = 1. Montrer que
𝑛

𝑘=1

1
𝑥𝑘

⩾𝑛2 et étudier le cas d’égalité.∗
Indication : utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

•
3 Soit 𝐸 un espace euclidien, (𝑎,𝑏) un système libre de 𝐸, et 𝑢 ∈ℒ(𝐸) définie par 𝑢(𝑥) = ⟨𝑥|𝑎⟩𝑎 +⟨𝑥|𝑏⟩𝑏.∗

a) Montrer que ∀(𝑥,𝑦) ∈ 𝐸2, 𝑢(𝑥)|𝑦 = 𝑥|𝑢(𝑦).
b) Endéduire que Ker(𝑢) ⟂ Im(𝑢), et en déduire que Ker(𝑢) et Im(𝑢) sont supplémentaires orthogonaux.

Montrer que Ker(𝑢) = Vect(𝑎,𝑏)⟂ et que Im(𝑢) = Vect(𝑎,𝑏).
c) Écrire la matrice de l’endomorphisme induit par 𝑢 sur Im(𝑢) dans la base (𝑎,𝑏), et montrer que 𝑢 est

diagonalisable.

•

4 On considère la matrice𝑀 = 1
2
⎛⎜⎜
⎝

1 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1

⎞⎟⎟
⎠
.∗

a) Déterminer une base orthogonale de Im(𝑀) et de Ker(𝑀). Montrer que ces deux espaces sont orthogo-
naux.

b) Justifier que𝑀 est diagonalisable, et diagonaliser𝑀 . Reconnaître l’endomorphisme canoniquement as-
socié à𝑀 .

c) Montrer que 𝐴 = 𝐼4 +𝑀 est inversible, et que 𝐴−𝑚 tend quand 𝑚 tend vers +∞ vers la matrice d’un
endomorphisme à préciser.

d) Déterminer la symétrie 𝑆 par rapport à Im(𝑀).

•
5 Dans un espace euclidien 𝐸 muni d’une base orthonormée, soit 𝑝 un projecteur de matrice 𝑃.∗

Justifier que rg(𝑃) = Tr(𝑃).
Montrer que 𝑝 est une projection orthogonale si, et seulement si, 𝑃 est symétrique.

Montrer que 𝐴 = 1
14

⎛⎜
⎝

13 −2 −3
−2 10 −6
−3 −6 5

⎞⎟
⎠

est une matrice de projection orthogonale, et préciser ses éléments.

•

6 Soit (𝑎,𝑏) ∈ ℝ×ℝ+∗ et𝑀(𝑎,𝑏) = ⎛⎜
⎝

𝑎 𝑏 𝑏
𝑏 𝑎 𝑏
𝑏 𝑏 𝑎

⎞⎟
⎠

+

a) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (𝑎,𝑏) pour que𝑀(𝑎,𝑏) soit orthogonale.
b) Cette condition étant remplie, déterminer la nature de l’isométrie définie par𝑀(𝑎,𝑏).

•
7 Polynômes de Tchebychev∗

a) À l’aide de l’égalité cos(𝑛+1)𝑥+cos(𝑛−1)𝑥 = 2cos𝑥cos(𝑛𝑥), montrer par récurrence double sur𝑛 ∈ℕ
l’existenced’unpolynôme𝑇𝑛 tel que∀𝑥 ∈ ℝ,𝑇𝑛(cos𝑥) = cos(𝑛𝑥), ainsi que la relation𝑇𝑛+1 = 2𝑋 𝑇𝑛−𝑇𝑛−1.

b) Calculer 𝑇0,𝑇1,𝑇2 et 𝑇3. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ℕ, deg𝑇𝑛 =𝑛.
c) Montrer que 𝑃|𝑄 =

𝜋

0
𝑃(cos𝑥)𝑄(cos𝑥)d𝑥 définit un produit scalaire sur ℝ[𝑋].

d) Montrer que, pour (𝑚,𝑛) ∈ ℕ2, 0 ⩽ 𝑛 <𝑚 : 𝑇𝑛|𝑇𝑚 = 0.
e) Déterminer la valeur minimale de

𝜋

0
⒧cos2 𝑡 −𝑎 cos𝑡 −𝑏⒭2d𝑡 lorsque (𝑎,𝑏) décrit ℝ2.
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•
8 Soit 𝑅 ∈ SO(3) canoniquement associée à la rotation 𝑟, d’angle 𝜃 ∉ 𝜋ℤ et d’axe dirigé par le vecteur unitaire∗

�⃗� ; alorsℬ′ = ( ⃗𝐼 , ⃗𝐽 , �⃗�) est une base orthonormée directe. On considère la matrice Δ= 1
2 ⒧𝑅−𝑅

T⒭.

a) Montrer que ΔT =−Δ, et en déduire qu’il existe (𝑝,𝑞,𝑟) ∈ ℝ3 tels que Δ= ⒧
0 −𝑟 𝑞
𝑟 0 −𝑝
−𝑞 𝑝 0

⒭.

On pose alors �⃗� = 𝑝 ⃗𝚤 +𝑞 ⃗𝚥 +𝑟�⃗�.

b) MontrerqueΔest associé canoniquement à l’endomorphisme𝛿 = 1
2(𝑟−𝑟

−1), et que∀�⃗� ∈ ℝ3,𝛿(�⃗�) = �⃗�∧�⃗�.
c) En écrivant la matrice Δ′ de 𝛿 dans 𝐵′, en déduire que 𝛿( ⃗𝐼) = �⃗�∧ ⃗𝐼 = sin𝜃 ⃗𝐽 , puis que �⃗� = sin𝜃.�⃗� .

d) Quelle est la nature de l’endomorphisme défini par 𝑅 = 1
49

⎛⎜
⎝

4 −36 33
48 9 4
−9 32 36

⎞⎟
⎠
?

9 On considère les matrices suivantes :+

𝐴9 =
1
3
⎛⎜
⎝

2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2

⎞⎟
⎠

𝐵9 = ⎛⎜
⎝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

⎞⎟
⎠

𝐶9 =
1
3
⎛⎜
⎝

1 2 2
−2 2 −1
−2 −1 2

⎞⎟
⎠

𝑆9 =
1
3
⎛⎜
⎝

−1 2 2
2 2 −1
2 −1 2

⎞⎟
⎠

a) Montrer que ces matrices sont orthogonales et déterminer la nature des isométries canoniquement as-
sociées, respectivement appelées 𝛼9, 𝛽9, 𝛾9 et 𝜎9 .

b) Montrer que 𝜎9 conserve les axes des rotations 𝛼9 et 𝛽9.
c) Trouver des matrices 𝑅9 et 𝑇9 telles que 𝐴9 = 𝑅9×𝑆9 et 𝐶9 = 𝑆9×𝑇9, et décrire les endomorphismes 𝜌9 et

𝜏9 canoniquement associés.
d) Décrire les isométries définies par 𝐴9×𝐶9 et 𝐴9×𝐵9.

•

10 Soit (𝑎,𝑏,𝑐,𝑑) ∈ ℝ4∖{(0,0,0,0)}, et𝑀 =
⎛⎜⎜
⎝

𝑎2 𝑎𝑏 𝑎𝑐 𝑎𝑑
𝑎𝑏 𝑏2 𝑏𝑐 𝑏𝑑
𝑎𝑐 𝑏𝑐 𝑐2 𝑐𝑑
𝑎𝑑 𝑏𝑑 𝑐𝑑 𝑑2

⎞⎟⎟
⎠
.

Montrer que𝑀 est diagonalisable et donner ses valeurs propres, et les sous-espaces correspondants.
Indication : quel est le rang de𝑀 ?

•

11 Montrer que la matrice𝑀 = ⎛⎜
⎝

𝑎 𝑏 𝑐
𝑏 𝑎+𝑐 𝑏
𝑐 𝑏 𝑎

⎞⎟
⎠

est diagonalisable dans une base orthonormale indépendante∗
de 𝑎,𝑏 et 𝑐.
Indication : calculer 𝑀.⒧ 1

0
−1
⒭ ; déterminer le noyau de 𝑀−(𝑎+𝑏√2+𝑐)𝐼3.

Thème : coniques
12 En fonction de l’excentricité 𝑒 ∈]0,1[, déterminer une équation cartésienne de la conique de foyers 𝐴′ ∶+

(−1,0) et 𝐴 ∶ (1,0).
•

13 Déterminer en fonction de𝑚 ∈ ℝ la nature, l’excentricité et les foyers de la conique d’équation cartésienne+
𝑥2+2𝑚𝑥𝑦+𝑦2 = 1.

•
14 Déterminer la nature et un paramétrage de la conique d’équation cartésienne 𝑥2+𝑥𝑦+𝑦2−𝑥+𝑦 = 0 puis∗

son excentricité, la position des foyers et d’une directrice.
•

15 Déterminer la nature et un paramétrage de la conique d’équation cartésienne𝑥2+4𝑥𝑦−2𝑦2−6𝑥+12𝑦 = 16∗
puis son excentricité, la position des foyers et d’une directrice.
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