=

*

*

Maths — PT  exercices sur les espaces euclidiens : feuille 4 (solutions) Lycée Mandela 2024/2025

PT Exercices sur les espaces euclidiens (solutions) 2024/2025

feuille N°4

Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien, et ||-|| la norme euclidienne associée au produit scalaire.

Montrer que V(x,y) € E?, Ix+y] lx=yll < lx|I>+ [y ] Etudier le cas d’égalité.
Réponse :

a) [x+yll>=(x+ylx+y)=|x|*+ ||y||2+2(x|y)(Formule d’Al-Kashi), et
[x=yl?=(x+ylx+y)=Ilx]|*+yl*-2(x|y) donc par multiplication :

-+ Y12 e =y 1% = (el + Iy 2+ 2 (ely)) (el + Dy 12 = 24xely)) = (el + 1y 1) = 2 4xly))°

Ix+ylI* llx =y I? < () + ||y||2)2 avec égalité si, et seulement si, (x|y) = 0 c’est-a-dire x L y.

L'inégalité demandée s’en déduit par passage a la racine carrée.

n n 1
Soit (X, X5, ..., x,) € (R})" tel que Y_ x; = 1. Montrer que Z — > n? et étudier le cas d’égalité.
=1 Xk

k=1
Indication : utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

2 s 312 . g . T
Réponse: Considérons que R"” est muni du produit scalaire usuel, et posons X = (, VETERVE 2 NN /x,,) et
T
1 1 1

n

Alors (X|Y):XT.

1 n 1 LA |
X =n, ||X|*= =Y x.=1et]Y|?*= —.
= L VE =3 L

L |
Linégalité de Cauchy-Schwarz : (X |Y)* < ||x||* ||y ||* s’écrit alors Z —
=1 Xk

1
Il'y a égalité lorsque X et Y sont colinéaires, c’'est-a-dire lorsque 31 e R,Vk € [[1,n]], A /x; = \/—_; ceci
Xk
n n
amene que A x; = 1 pour tout k, donc que ) Ax; = n; comme Y_ x; = 1, on en déduit que A = n donc
k=1 k=1

xk:—.
n

Soit E un espace euclidien, (a, b) un systeme libre de E, et u € £ (E) définie par u(x) = (x|a)a + (x|b) b.

a) Montrer que Y(x,y) € E2, (u(x)|y) = (x|u(y)).
b) Endéduire que Ker (u) L Im (u), et en déduire que Ker («) et Im (u) sont supplémentaires orthogonaux.
Montrer que Ker (u) = Vect(a, b)* et que Im (u) = Vect(a, b).

c) Ecrire la matrice de 'endomorphisme induit par « sur Im («) dans la base (a, b), et montrer que u est
diagonalisable.
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Réponse:
a) Soit (x,y) € B2, (u(x)ly) = (x|a)(aly) + (x|b) (bly) = (x|u(y)).
b) Soit (k,y) € Ker(u) x Im(u), alors il existe x € E, y = u(x) donc (k|y) = (klu(x)) = (u(k)|x) =
(0g|x) =0, donc ’ Ker (u) L Im(u) ‘

D’apres la formule du rang, dim Ker () + dim Im (#) = dim E; mais Ker (z) n Im () = {0}, donc
dim (Ker(u) @ Im(u)) = dimE donc Ker (u) ® Im (u) = E.

‘ Ker (u) et Im (u) sont supplémentaires orthogonaux ‘

Comme (a,b) est libre, x € Ker(u) < (alx) = (b|Jx) = 0 < x € Vect(a,b)' :
‘ Ker (u) = Vect(a, b)* ‘

Il est clair que Im (u) < Vect(a, b). On obtient I'inclusion inverse par la formule du rang (qui ga-
rantit que rg(u«) = 2, ou bien par les égalités Ker(u) ® Im(u) = Vect(a,b)* ® Vect(a,b) = E.
‘ Im(u) < Vect(a, b) ‘

c) On obtient d’aprés 'énoncé : u(a) = |al|* a + (a|b) b et u(a) = (a|bya + ||b||* b, donc la matrice de
lal®> (alb)

(alby Ip)*|

X6 =X (lla|® +2||b||2;X +(llal®. Ibl* - (alb))?) = X* - s X + p avec s = Tr(G) = [|a|® + || b|? et

p =det(G) = |a|*.[Ib|* - ((a|b))?.

Le discriminant de yg est s —4p = [a|* + [|[b|* + 2| a|®.|b|* - 4| al?®. |b|* + 4(a|b))? = |a|* +

I61* = 2]lal. 161 +4(alb))? = (lal* - Ib]2) +4((alb))? > 0.

Ce discriminant est nul si, et seulement si, ||a| = ||b|| et (a|b) = 0 et alors la matrice G est multiple

de I'identité, donc diagonalisable, et admettant une valeur propre double : A = ||a|| = || b||.

I'endomorphisme induit par u sur Im (u) dans la base (a, b) est G = (

Si, au contraire, le discriminant est non nul, alors il est strictement positif et G admet deux valeurs
propres réelles distinctes A et u (et positives, puisque A + u =s = 0 et A g = p = 0 d’aprés Cauchy-
Schwarz).

Dans les deux cas, dimEy + dimE + dimE, =n—-2+1+1=n, donc ‘ u est diagonalisable ‘

1 O -1 0
s . 110 1 0o -1
E On considere la matrice M = 211 o 1 ol

0o -1 0 1

a) Déterminer une base orthogonale de Im (M) et de Ker (M ). Montrer que ces deux espaces sont orthogo-
naux.

b) Justifier que M est diagonalisable, et diagonaliser M . Reconnaitre 'endomorphisme canoniquement as-
socié a M.

¢) Montrer que A = I, + M est inversible, et que A~ tend quand m tend vers +oo vers la matrice d'un
endomorphisme a préciser.

d) Déterminer la symétrie S par rapport a Im (M).
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Réponse:
x—z=0
a) Ker (M) est défini par le systéme (purgé des équations redondantes) : { f g Il est de dimen-
y —_ =
sion4-2=2.

1

0
On trouve facilement Ker (M) = Vect (U, W) avec |U = (‘1’) etW = ((1)) LetU LW.
0 1

Les deux premieéres colonnes de Im (M) (qui est de dimension 2) fournissent une base de Im (M) :

1 0
V,T avec |V = (_zl) etT = ( 61) , qui plus est orthogonale (V L T).

CommeV LU,V 1L WetqueT LU, T L W,lesysteme U,V,W,T est une base orthogonale de R4,
adaptée a la somme directe Ker (M) & Im (M), donc ‘ Im (M) et Ker (M) sont orthogonaux ‘

b) Un calcul matriciel montre que M.V = V et que M.T = T, donc (U,V,W,T) est une
base de R* formée de vecteurs propres de M. ‘M est diagonalisable ‘, de spectre {0,1}, donc

, puisque Ker(M) L Im(M).

‘ M est une matrice de projection orthogonale

Lendomorphisme canoniquement associé a M est ’ la projection orthogonale sur Im (M) ‘

c) D’aprés la question précédente, il existe une matrice orthogonale P telle que M =
11

P.diag(1,1,0,0).P"; et alors A = P.diag(1,1,2,2).PT puis A™! = P.diag(l,l,g,i).PT et enfin

1 1

A™™ = P.diag (1,1, ,
2m - 2m

).PT pour m € N.

1 1
Comme diag (1, 1, — —) tend vers diag (1,1,0,0) quand m tend vers +oo, ‘ A " tend vers I, — M |.

e
0 0 -1 O
0O 0 0 -1
d) 2M =S+1,donc |S=1,-2M = 10 0 o0
0 1 0 0

@ Dans un espace euclidien E muni d'une base orthonormeée, soit p un projecteur de matrice P.
Justifier que rg(P) = Tr(P).
Montrer que p est une projection orthogonale si, et seulement si, P est symétrique.

13 -2 -3
Montrer que A = T -2 10 -6 est une matrice de projection orthogonale, et préciser ses éléments.
-3 -6 5

. . . . . I 0
Réponse : Si P est une matrice de projecteur, P est diagonalisable, de spectre {0, 1}, donc P ~ (0’ 0 )
n-p

donc rg(P) = r = Tr(P). Si la matrice P est symétrique, alors V(X,Y) € (#,,,(R)>P.X".Y =X".PY

donc Y(x,y) € E% (p(x)|y) = (x|p(y)). Alors, soit (x, u) € Ker(p) x Im(p), Iy € E,u = p(y) donc (x|u) =

(xIp(»)) = (p(¥)ly) =0.

On en tire que Ker(p) L Im(p) c’est-a-dire que p est une projection orthogonale.

Réciproquement, si p est une projection orthogonale, alors S = 2P — I; est une symétrie orthogonale et

PT - (S+13)T _ S+l
L2 ) 2

On vérifie que A = AT, et que A2 = A. A est donc une matrice de projection orthogonale.

Comme Tr(A) =2, A est de rang 2, donc le support de la projection E, (P) est un plan : comme

= P, donc P est symétrique.

-1 -2 -3
1
P-I;=—|-2 -4 -6/, ceplanestdéquationx+2y+3z=0.
T 14
-3 -6 -9

‘ A estla matrice de la projection orthogonale sur le plan d’équation x + 2y +3z =0 ‘

a b b
(6] Soit (a,b) e RxR* etM(a,b)=|b a b
b b a

a) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (a, b) pour que M (a, b) soit orthogonale.
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b) Cette condition étant remplie, déterminer la nature de I'isométrie définie par M (a, b).

Réponse :
a) Appelons C,C, et C; les colonnes de M(a, b). Alors (C,|C,) = (C,|C3) = (C,|C3) = b* +2ab, et
(C1Cy) = (G,|C,) = (C4|C3) = a® + 2b?, donc la matrice M (a, b) est orthogonale si, et seulement
. {(1) b(b+2a)=0
"1(2) a*+2p2=1 "

b) L'équation (1) est vérifiée si, et seulement si, b =0 ou b = —2a. b > 0 par hypothése, donc b = 0 est

exclu.
£ —2€
Ainsi b = —2a, alors (2) s'écrit a® + 8a® = 1, soit a = 3 otte € {-1;1},donc b = = mais b > 0 par
2 1 1 -1 2 2
hypotheése, donc b = —eta=—,donc |M(a,b)=-|2 -1 2
3 3 3 2 2 _1

Remarquons que M.M" = I; et M = M", donc M? = I;; M est une matrice de symétrie. C’est la
matrice de la symétrie axiale par rapport au vecteur (1,1, 1).

Polynomes de Tchebychev

a) Alaide del'égalité cos(n +1)x +cos(n —1)x = 2cosx cos (nx), montrer par récurrence double sur 7 € N
I'existence d'un polynéme T, tel que Vx € R, T,,(cos x) = cos(nx), ainsi que larelation T,,,, =2X T,,—T,_;.
b) Calculer T;, T;, T, et T;. Montrer que pour tout n € N, degT,, = n.

T
¢) Montrer que <P|Q> = f P(cosx)Q(cosx)dx définit un produit scalaire sur R[X].
0
d) Montrer que, pour (m,n) eN*,0< n<m:(T,|T,)=0.

Y/
e) Déterminer la valeur minimale de f (cos?t —acost — la)2 dt lorsque (a, b) décrit R?.
0

Réponse :

a) cos(0x) = 1 et cos(1lx) = cosx donc T, = 1,T; = X conviennent (initialisation de la récurrence
double).
Supposons que T,_, et T,, soient vraies, alors pour tout réel x : 2cosxT,(cosx) — T,_,(cosx) =
2cosxcos(nx) — cos(n—1)x = cos(n+1)x, donc en posant T,,, = 2XT, — T,_,, on obtient
T,+1(cosx) = cos((n + 1)x) pour tout réel x, d'ot1 l'existence de T,,,;. On conclut par récurrence
double.
Remarque : unicité; s'il existait deux polynomes T,, et U, tels que U, (cosx) = cos(nx) = T,,(cos x),
alors T,, — U,, s'annulerait pour toutes les valeurs de cos x, donc T,, = U,,.

b) On obtient successivement |Ty=1,T; =X, T, =2X?—1et T = 4X3 -3X |,

Une récurrence double montre que degT,, = n et que T,, ala parité de n : c’est vrai pour les premieres
valeurs de n; supposons que degT,_; = n—1,degT, = n, T,,_;(-X) = (-1)"'T,_;(X) et T,,(-X) =
(-1)"T,(X); alors degT, ., = deg(2XT,-T,_,)=n+1letT, ,(-X) = -2XT,(-X) - T,_,(-X) =
(-1 (2X T, = T y) = (=1)"™1 T, (X).

c) = (-|-) est symétrique et bilinéaire (facile a vérifier).
7T
* SiPeR[X], (P|P)= f P(cosx)?dx = 0; de plus, comme x — P(cos x)? est continue et positive,
0
(P|P)=0=Vx€eR,P(cosx)=0= P =0.

‘ (-]-) est un produit scalaire ‘

T T
d) Pour (m,n) e N>, 0 < n < m: (T,|T,,) = f T,(cost)T,,(cost)dt = f cos(nt)cos(mt)dr =
0 0

sin((n+m)t)]”
n+m

sin((n-m)t)]”
n-m

%foncos((n—m)t)cos((n+m)t)dt=%( - =0.

0 0

Donc T, L T,,, etla famille (T, ),,cn forme une ‘ base orthogonale de R[X] ‘
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Réponse: e)

i ®dr = | X2 - aX — b||” est minimal lorsque
(X|%)..  (X*|T)
(ToITy) ° (TIT,)
X2=%(2X2—1+1)—1(T2+T0 ), (X3|Ty) = 0 et (X?|Ty) =

(cos*t —acost —b)
0

aX+b=J'[R1[X](X2) 1-

1
(Ty|Ty) = m, donc Q = 7, [x(X?) = ETO’ autre-

DN =

ment dit I'intégrale est minimale pour (a, b) = (0, 5).

Sa valeur est | X* — Q|| = ||X2|| -= ||T0||2 E - lz la valeur minimale est %

%
I

0.5

les 9 premiers polynémes de Tchebychev

Vo oos 3.0

—0.5 A

x — cos (5x) cos (7x) a une valeur moyenne nulle : <T5|T7> =

* Soit R € SO (3) canoniquement associée a la rotation r, d’angle 6 ¢ nZ et d’axe dirigé par le vecteur unitaire

1
K ;alors & = (I j.K ) est une base orthonormée directe. On considére la matrice A = 3 (R - RT).
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0 -r g
a) Montrer que AT = —A, et en déduire qu'il existe (p, g, ) € R® tels que A = ( ro v )
-qp

On pose alors @ = pi +qj + rk.

> >

1 - .
b) Montrer que A est associé canoniquement 4 'endomorphisme § = 3 (r—r7Y),etque VX e R3,6(%) = dAX.

¢) En écrivant la matrice A’ de 6 dans B’, en déduire que s(H=dnl=sinb], puis que @ = sin6.K.

4 -36 33

1

d) Quelle est la nature de 'endomorphisme définiparR=—|48 9 412

49

-9 32 36
Réponse :
1 1
a) Avec A = 3 (R-RT),AT = 5 (RT-R)=-A.

En posant (p, q,7) = (852,—083,,8,, ), on trouve alors (8,3,6, 3,6, ,) = (—=p, g, —r) et par ailleurs

0 -r g
(81.11822:045) = (0,0,0), done |a=(r o )|
-q p

b) Comme R est orthogonale, R" =R ! donc R est associé canoniquement a r~!: donc, par linéarité,

L . 1 . 1 _
A est associé canoniquement a 'endomorphisme 6 = E(r -rh.

qz—ry N N N N
Un calcul matriciel montre que A (;) = (rx—PZ) = (5) A (;), donc ‘ VIeRS(X)=d A%
z py-qx r z
cosf -—sinf 0 0 —sinf 0
c) Danslabase %', lamatricedeRest | sinf cosf 0], donccelleded estA’ = | sinf 0 0|,
0 0 1 0 0 0

donc6(I)=dAl=sinbf,6(J)=dAj=—sinb] et5(K)=0.

0 s o oS
® a pour composantes ( ‘00), donc |® =sinf.K |
sin

d) En appelant C;,C,,C; les colonnes de R;, on obtient (C,|C,) = 0, (C,|C;) = (G,|C,) = 1, et C5 =
C, AC,, donc R; € SO(3).

R-RT 1[0 6 3 1 s R
Alors A, = % =—|6 0 -2|,doncw, = - (g) =sinfK ; comme w, est normé, sinf = 1
-3 2 0

7T 7
donc 6 = > R, estla [matrice de la] rotation d’angle Bl et d’'axe dirigé directement par (2, 3, 6).

@ On consideére les matrices suivantes :

2 12 00 1 1 22 -1 2 2

Ag==| 2 2 -1 | By=| 1 0 0| Gy==| -2 2 -1| S==| 2 2 -1
3 3

-1 2 2 01 0 -2 -1 2 2 -1 2

a) Montrer que ces matrices sont orthogonales et déterminer la nature des isométries canoniquement as-
sociées, respectivement appelées ay, By, Vg €t 0y -

b) Montrer que g4 conserve les axes des rotations ag et .

¢) Trouver des matrices Ry et Ty telles que Ag = Ry x Sq et Cy = Sy x Ty, et décrire les endomorphismes pg et
Tg canoniquement associés.

d) Décrire les isométries définies par Agq x Cq et Ag x Bj.
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Réponse:

. 1 1,2
a) Soit C;,C,,C; les colonnes de Ay, alors C;.-C, = 5(4 +1+4)=1,etC,AC, = 5 (—21) = C;, donc Ay est
orthogonale et det(Ag) = 1 : Ag est une matrice de rotation. De méme By et Cy sont des matrices de
rotation. ‘ ay, Pg, Yo sont des rotations ‘

S, est orthogonale et symétrique, donc est une matrice de symétrie orthogonale; comme Tr(Sy) =

-1+2+2
—— =1, donc det(S,,) = -1, et ‘ 0, est une réflexion ‘
3
-1 0 1 .
b) By—L=| 1 -1 0 |, donclaxede f§ est dirigé par Q = (%) On vérifie que A49.Q2 = Q, et que
0 1 -1
Se.Q =Q, donc ’ 0,4 conserve les axes des rotations aq et fy. ‘
, 2+2+2 1 . 1
Puisque Tr(Ag) = —3 2=1+2cosa aveccosa = > I'angle a de Aq vérifie cosa = > Le signe
1 1 2 1 -
de son sinus est celui du déterminant det(i,Cl,Q) = B 0 2 1|{=1>0,donca= =
0 -1 1

T
a, est la rotation d’axe dirigé par Q = (i) et d’'angle 3f

¢) De méme,

. , o , 2r . , e 0
By est la rotation d’axe dirigé par Q et d’angle 3 et ¥, est la rotation d’axe dirigé par Q' = ( _11) et

1 -4 2 2
d’angle arccos —. Enfin, comme S - I;=-| 2 -1 -1 |,
3 32 a1

‘ o estla réflexion par rapport au plan d’équation 2x —y —z = 0.

0 0 1
d) Ag =Ry xSgéquivauta Ry = AgxSq =10 1 0], ce quicorrespond a une réflexion par rapport au
1 00

plan d’équation x = z.
Cy = Sy x Ty équivaut a Ty = Sg x Cy = diag(—1,1,1), ce qui correspond a une réflexion par rapport au
plan d’équation x = 0.

e) Ay x By est la rotation d’axe dirigé par Q = (i) et d’'angle 7, donc un demi-tour. Ag x Cq =

0 01
—| 0 1 0 |estunesymétrie orthogonale etune rotation, donc |un demi-tour d’axe}' L
-1 0 0

Soit (a, b, ¢,d) € R*~{(0,0,0,0)}, et M =

a’> ab ac ad

ab b* bc bd

ac bc c¢* cdl|

ad bd cd d°

Montrer que M est diagonalisable et donner ses valeurs propres, et les sous-espaces correspondants.

Indication : quel est le rang de M ?

a
b
c

Réponse: Posons C = (
d

queM =C'.C.

M est de rang 1, donc 0 est valeur propre de M : dimE,(A) = 3.

Nécessairement X3|y,,, donc y,, estscindé dansRet y,;, = X*(X-1),avec A = Tr(M) = a®+b*+c*+d?* 0.
Comme A # 0, dimE (M) = 1 et dimE,(M) + dimE,;(M) = 1+3 = 4; M est alors diagonalisable, de

valeurs propres 0 (triple) et A = a? + b? + ¢ + d? (simple) ‘

), alors les colonnes de A sontC; =aC,C, =bC,C; =cC et C, = dC, cest-a-dire

On peut également remarquer que M est symétrique réelle, donc diagonalisable, et que E; (M) = (E,(M))*.

a
Ey(M) est'hyperplan d’équation cartésienneax + by +cz+dt =0; E;(M) = Vect (’c’)
d
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a b c
* Montrer que la matrice M = | b a+c b | est diagonalisable dans une base orthonormale indépendante
c b a
dea,betc.

Réponse: M est symétrique réelle, donc ‘ elle est diagonalisable dans une base orthonormale ‘ en vertu
du théoreme spectral.

Avec U = ( ) M.U = ( u) = (a—c)U, donc U est vecteur propre de M attaché a la valeur propre a — c.
b \/5 -c b c
1
M —(a+ bv/2 + o)y = b b2 b vérifie C; + C; = \/ECZ, donc V = (7\/5) est vecteur
1
c b cV2-b
propre de M associé a la valeur propre a + b\/E + c. Comme Tr (M) = 3a + c, la troisiéme valeur propre est

a— b\/§+c elle est associéeaW =U AV, donca(\/)
1

\/511

2 =2

\/_11

Finalement | M = P.A.PT avec A = diag(a—c,a+ b\/5+ c,a— b\/5+ c)etP =

%I

A Ne pas oublier de normer les vecteurs U,V , W !

‘ Theme : coniques ‘

= En fonction de l'excentricité e €]0,1[, déterminer une équation cartésienne de la conique de foyers A’ :
(-1,0) et A:(1,0).

Réponse : Puisque e €]0; 1], la conique est une ellipse. Etant donné les coordonnées des foyers, ¢ = 1 et
c
uisque e = — donca = —.
puisq a A
1-é? V1-e?
Comme, pour une ellipse, c? + b* = a?, on obtient e?a® + b* = a® soit b* = 7 donc b = —
€2y2
Finalement, 'équation cartésienne est | e?x?* + === 1]
—e
|
[}
[}
[}
1
1
5 10 15 i
|
I
—e=1/4
—e=1/2
e=3/4

= Déterminer en fonction de m € R la nature, I'excentricité et les foyers de la conique d’équation cartésienne
+2mxy+y*=1.
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z . . A 1 m
Réponse: La matrice symétrique associée a x*+2mx y+ y2 estS = (m 1 )

_X-1 -m
A= -m x-1
1-m.

‘ = (X -1)>-m? = (X - m~-1)(X + m - 1), donc les valeurs propres de S sont m + 1 et

1 _
Une diagonalisation donne S = PT. diag(m +1,m—1).P,avec P = — (1 1).

\/E 1 1

En posant (;l) =P. (;), I'équation de la conique devient (1 — m)x? + (m +1)y? = 1.
1

» sim=1,alors x> +2mxy+y* = (x+y)? doncl'équation équivaut a x + y = +1, ce qui correspond
a deux droites paralléles;

» de méme, si m = -1, alors x> —2mxy + y*> = (x — y)?, donc I'équation équivaut a x — y = +1, ce qui
correspond a deux droites paralléles;

1 1 1
» sim €] —1,1[, on obtient une ellipse avec a = eth= JAlors c>=a?-b?>= —— -
1-m 1+m I-m
1 2m c vam 2m
= ——, puis e = — = ————=1+/1—m. Les foyers sont | + ,0 | dans le repere de
1+m 1-m? a J/1-mz 1-—m?
I’équation réduite.
En particulier, m = 0 correspond a un cercle.
1 1 1
» si|m| > 1, on obtient une hyperbole avec a = eth= .Alors c? = a?+b% = +
m-1 1+m m-—1
1 2 ¢ V2 2

= —— puise=— = v m — 1. Les foyers sont | +
1+m mz-1"F a m?2-1 4 1-m?

I'équation réduite.

,0) dans le repére de

Finalementsim ¢ {-1,1}, | e =

_2.0 _- ~ ~

* Déterminer la nature et un paramétrage de la conique d’équation cartésienne x% + xy + y? — x +y = 0 puis
son excentricité, la position des foyers et d'une directrice.
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Maths — PT  exercices sur les espaces euclidiens : feuille 4 (solutions) Lycée Mandela 2024/2025

Réponse: x*+xy+y?—x+y=x’+xy+y’-x+y=(x ﬁ(l}z 1{2) (;)_“y
s (1 o172y |x-1 -1/2
Réduisons S, = (1/2 1 ) Xs, = ‘_1/2 X1

1 1 3
=(X-1)*- 1" (X - 5) ( - 5). On obtient alors S; =

1(1 1
VAR

1
Posons alors (3 ) =P, (y! )= —
V2

1, 1 5, 1
obtient -3 = 2y + V2y + 1donc x® +y* +xy —x+y=2af + o) - 1.

P,A,.P,T avec P, = ) et A, = diag (3, 7).

_ 3 1
(Ah) 22 +y*+xy—x+y= 5xf+§y12+\/§yl;enposanty2 =y +Vv2,0n

. N , /3 . . 5 s > . A
Apres unerotation durepere d’angle o suivie d'une translation de vecteur \/E j, = i—J, onobtient une équa-

3 1 2
tion réduite : §x§+ z y# =1, quiestl'équation d’une | ellipse de paramétres (a, b) = (i, \/5) de paramé-

V3

t t 2
trage est t — (x(t),y(t)) = —sint+l+g,sint—1+g) car (x,(1),y,(t) = \/jcos(t),\/isint .
V3 V3 3

1
D’apres|’équation réduite, on trouve a = \/E, b= \/; ,donc | c=Va?-b2=

et | e =1/ = | Ladistance

2
V3 3

2
a
entre le centre et la directriceest d = — = \/§
c

1_

* Déterminer la nature et un paramétrage de la conique d’équation cartésienne x> +4xy—2y*-6x+12y = 16
puis son excentricité, la position des foyers et d'une directrice.
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Maths — PT  exercices sur les espaces euclidiens : feuille 4 (solutions) Lycée Mandela 2024/2025

Réponse: x2+4xy—-2y?—6x+12y-16=0=(x V) (; _22) (;) -6x+12y—-16

1 2 X-1 =2
Réduisons S, = ( );XSZ = ’ =X?+X-2-4=(X-2)(X +3).Onobtientalors S, = P,A,.P, "

21 -2 X+2

1 -

avec P, = 7 (? 21) et A, = diag (2,-3).
5

1

Posons alors (;) :Pz(;; ) = (le_yl), x2—2y2+4xy—6x+ 12y-16= 3xf—2y12+6\/gy1 —16; en posant

% X142y,

1 1
¥ = 31 + V/5, on obtient 53/22: £y12+2\/§y1+5doncx2—2y2+4xy—6x+12y—16=2xf—3y22—1.

2 3 _ o o .
Apres une rotation du repere d’angle arccos —, suivie d'une translation de vecteur \/E j, = 1—J, on obtient

V5

une équation réduite : 2x5 —3yZ -1, qui est'équation d’'une | hyperbole de parametres (a, b) = (

LL)
V2 V3|
+\/§), car (xy(£),)0(8) =

sh (1) 1 ch(t) 2sh(t)

Vs V3T VIO Vi5

H

de paramétrage ¢ — (i 2ch(t)—
(+ ch (1) sh(t))
+ \/E , \/5 .
7 7 35 5
D’apres I’équation réduite, on trouve a = \/; b= 3’ donc |c=vVa?2+b?= \/ = et |e=1/—| Ladis-

. . a
tance entre le centre et la directriceest |d = — = —— |
c
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