Maths — PT  exercices sur la réduction : feuille 3 (solutions) Lycée Mandela 2024/2025

PT Exercices sur la réduction (solutions) 2024/2025

feuille N°3

_11 -6 5 -6 2
= Soit les matricesAzz( )etA3= 4 -5 2.

20 11 0 0 1

a) Déterminer le polynéme caractéristique de A,.
b) A, est-elle diagonalisable? Si oui, la diagonaliser.

¢) Méme question pour As.

Réponse :
X +11 6 | 2 2
a) XX ="_,0 11‘ =X2-121+120=X%-1.
b) x,, estscindé a racines simples, donc 4, est diagonalisable.

A, —-L = _2102 I(E);) est derang 1. Ker (4, — I,) est défini par 2x + y = 0, donc E, (4,) = Vect ((_12))

A+ 1 = _2100 IS) estderang 1. Ker (4, + I,) est défini par 5x + 3y =0, donc E_, (A,) = Vect (_35)

1 3 1 0
Donc A, = P,.A,.P; !, avec | P, = ( ) etA, = ( ) i

-2 -5 0 -1
X-5 6 -2
€ 1a,X)=| -4 X+5 -2 =(X-5)X+5)+2)X-D=X-DX?>-1)=X -1)*>X +1).
0 0 X-1

4 -6 2
A - = (4 -6 2) estderang 1, donc dimE, (4;) =3 -1 =2 = m(1), donc A; est diagonalisable.
0 0 O

3) (0
E, (A3) est défini par 'équation 2x — 3y + z = 0, donc E, (4;) = Vect ((2) , (1))

0/ \3
6 -6 2 1
A+ =14 -4 2)|doncE_;(A3) = Vect|1].

0 0 2 0

1 30 -1 0 0
Donc Ay = P.A;.P; ' avec [Py=|1 2 1|etA;=|0 1 0f]
0 0 3 0 0 1
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2 -2 4
=3 Soit les matrices B, = (_34 _3) etC, = (_1 2)’

a) B, et C, sont-elles diagonalisables? Les diagonaliser si possible.

b) Montrer que B, est semblable a A,, mais pas C,.
* % Déterminer une matrice Q telle que B, = Q™.A,.Q. (A, est la matrice définie dans lexercice 1)

Réponse :

X-3 -2 X+2 -4

a) xp,(X) = 4 X+3 1 X-2
X5, est scindé dans R a racines simples, et Sp (C,) = {0}; si G, était diagonalisable (que ce soit dans R

ou dans C), elle serait semblable a (0), donc nulle. ‘ B, est diagonalisable (dans R), mais pas C,.

=X*-9+8=X"-1lety.(X)= =X%2-4+4=0.

b) B, et A, sontsemblablesa A, = diag(-1,1), cest-a-dire qu'il existe (P, Q,) € GL,(R)?, A, = P5.A,. P57
et B, = Q,.0,.Q; . Alors A, = P, 1A, Py et By = Q,.P; 1A, . P,.Q, = (P.Q; ) .A,.P,.Q; .

‘Az et B, sont semblables ‘ ; Sp (B,) # Sp (C,) donc ‘Az et B, ne sont pas semblables ‘

7
Un calcul analogue a celui mené pour A, donne B, = Q,.A,.Q, !, avec Q, = ( 0 1) ; on trouve en-

. _ 1(-1 7 . _ -3 0
sulteQzlzg(O 3),pu1s Q=P2.Q21=(7 1).

* Soit R une matrice de rang 1.

a) Déterminer les valeurs propres de R .
(Indication : on vérifiera que 0 est valeur propre, et on déterminera dim E,(R)).

b) Montrer que R est diagonalisable si, et seulement si, Tr (R) # 0.

Réponse :
a) Enposant n = dim(E), dim(E,(R)) = dim Ker (R) = n—rg(R) = n—1, donc 0 est valeur propre d’ordre
de multiplicité m(0): |n—1<m(0) <m |

Soit A une éventuelle 7°™ valeur propre, alors A + (n — 1)0 = Tr (M) donc ‘ Sp (R) = {0, Tr (M)} ‘

b) * Si Tr(R) # 0, alors il y a deux valeurs propres : 0, avec m(0) = n — 1, et Tr(R), avec m(Tr(R)) = 1;
m@O)+m(Tr(R))=n—-1+1=n,donc m0) + m(Tr(R)) = n et ‘ R est diagonalisable ‘

* Si Tr(R) =0, alors il n'y a qu'une valeur propre : 0. Si R était diagonalisable, elle serait semblable
a (0), donc nulle et de rang nul. | R est non diagonalisable ‘

1 0 1
* E SoitneN,n=2,etM = € ./ ,(R), canoniquement associée a 'endomorphisme f.

1 0 1
n
On considéere deux vecteurs de R"” : u; = (1,0,1,0...) et u, = (0,1,0,1,...), et on pose m = LEJ etm' =n—m.

a) Quel estle rang de M ? En déduire la dimension de E,(M), puis une base de E,(M).

b) Montrer qu'une base de F = Im (f) est (u;, u,) ; déterminer une matrice dans cette base de I'endomor-
phisme induit par f sur F.
En déduire deux valeurs propres de M.

c) M est-elle diagonalisable? Montrer que M3 = n M?> - mm' M.
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Réponse:

a) Toutes les lignes impaires de M sont égales a u,, toutes les lignes paires égales a u,, donc rg (M) =2,
et d’'apres la formule du rang, dim E,(M) = dim Ker (M) = n — 2.

1 0 0
0 1
2 . -1 0 0
Une base de E,(M) est formée des vecteurs colonnes de la matrice n x (n —2) : 0 -1 1
N
0 - 0 -1

b) Une base de F = Im (f) est obtenue a partir des colonnes de M apres un pivot de Gauss. Or les co-
lonnes d’ordre impair de F sont U, = u, " et les colonnes d’ordre pair sont U, = u, ' . (u;, 4,) est une

base de F.
.Uy = U0 = |G = m, upUy = U,T.Up = 0, u.Up = Uy T.U, = O et w, Uy = Uy "0, = ||| =
m', don u. Uy m u,. Uy 0
MU =20 |0 = etmy = | 202 | = || = i,
un:U1 ? u,,:U2 ?
Alors la matrice dans cette base de 'endomorphisme induit par f sur Fest | M' = (’2)1 n(i') |

¢) En appelant (us, uy, ..., u,) la base de E,(M) décrite dans a), la base (uy, u,, us, Uy, ..., U,) est
une base de E formée de vecteurs propres de M, associés aux valeurs propres (m, m’,0, -++,0), donc
‘ M est diagonalisable ‘
Comme M est diagonalisable, M = P.A.P~! avec A = diag(m, m’,0), donc (A — m' I)(A — mI;)A =
(0) donc (en multipliant par P a gauche et P~! a droite) : (M — m'L)(M — mEL)M = (0) et
‘M3 = nMZ—mm’M‘.

@ On considere n € N, n = 3, l'espace E = R,,[X], et 'application ¢ définie sur R,,[X] par ¢ (P) = X*P" —2X P'.

a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

b) Pour j € [0, n]], calculer ¢ (X’). En déduire que ¢ est diagonalisable, et préciser son spectre et ses sous-
espaces propres.

c) Pour quelle valeur de A € R, 'équation x? y” — 2x y' — 1 y = 0 admet-elle une solution polynomiale?

Réponse :
a) SiPeE,alorsdegP” <n-2,donc X?P" € E etde méme X P' € E. Donc ¢(P) c E : ¢(E) c E.
Par ailleurs, si (P,Q) € E? A € R, (P + AQ) = ¢(P) + Ap(Q) donc ¢ est linéaire;
‘ ¢ est un endomorphisme de E. ‘

b) Pourj e N, p(X/) = X?j(j— 1DX/72 —2X jX/~' = j(j — 3)X’ donc les vecteurs de la base canonique
de E: (1,X,X?,...,X") sont des vecteurs propres de ¢. En conséquence, ‘ @ est diagonalisable ‘ et

‘ Sp(p) ={jG—1),j€l0,nl}=1{0,-2,-2,0,4,...,n(n—3)}|: 0 et =2 sont doubles et les autres sont
simples.

En effet, soit f la fonction définie par f (x) = x(x —3) = x*> —3x; f est dérivable sur R et f'(x) = 2x — 3,
donc f est strictement croissante sur [% +oo[. Alors, si (i,j) e N?, j > i =2, f(j) > f(i), et par ailleurs
f0)=f(3)=0etf(1) = f(2) = —2. Ceci garantit que les valeurs propres j(j — 3), j = 4, sont simples.

c) Une solution polynomiale non nulle de x* y” —2x y' — 1 y = 0 est une fonction polynomiale, donc un
vecteur propre de ¢ : nécessairement | A € Sp (¢) |
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1 1 -1

0 0 -1
* @ On consideére la matrice M = (0 1 1 )

*

a) Calculer al'aide de la méthode de SARRUS le polynome caractéristique de M.
b) Gréce a une étude de fonctions, montrer que M posséde une unique valeur propre réelle 1, et que A est
comprise entre 1 et 2.

1
¢) Soit ¢ une valeur propre complexe, non réelle, de M. Calculer Alo|? et comparer les réels ||, 1 et 7
2

d) Montrer que M> = M + I;; en déduire que, pour tout entier n = 0, M"*3 = M + M",

Réponse :

X 0 1
a) 1y X)=[0 X-1 -1 [=XX*-1)+0+0+X-1)-X=X>-X-1.
-1 -1 X+1

b) Soit ¢ la fonction qui a x associe y,,(x) = x> — x — 1. ¢ est €' sur R, et ¢’ (x) = 3x> - 1.

2-3V/3 2+3V/3
De plus, (_—1)— ==Y <0et (L)zm =
-1 T
¥ |
ox) | -c0 / m \. m, / +oo

< 0, d’'ol1 le tableau de variations :

X —0o0 +00

dans

On en déduit que pour tout x € ]—oo, \/Lg], @(x) < 0, et que ¢ est une bijection de \/Lg, +00
[m,, +ool.
¢ (1) = -1 et p(2) =5 donc ¢ admet une unique racine réelle A € [1,2].

c) ¢ € R[X] est scindé dans C, donc il admet deux racines complexes conjuguées : o et .

Alo|? = Aoa estle produit des racines de ¢, donc c’est'opposé du coefficient constantde ¢ : A|o 12 =

1 1
1.Comme A €[1,2], 0] =— €

Vi V2
d) En utilisant le méme raisonnement qu’en 4c), ¢(M) = M S_M- L; = (0) donc et, en

multipliant par M" : M"*3 = M"*! + M".

1{.

Soit trois points M,, M;, M, donnés dans le plan; on définit une suite (M,,) en disant que M,,,, est le milieu

de [M,M,,,] et M, 5 est le milieu de [M,,.,M,].
Etudier la limite de cette suite.
Zn
Indication : on considére 'affixe complexe z,, de M,,, et U, = | z,,;; |; montrer qu’il existe une matrice

Zn+2
A € M;R) telle que U,,, = A.U,, et diagonaliser A.

. . , 1 1
Réponse : Soit z, l'affixe complexe de M,,, alors z,,,, = E(Zn +2z,.1) €t Z,,3= E(Z" 20 2)-

zZ, 1 0 2 0\( %z, 1 0 2 0
En posant U,, = | z,,,; |, on trouve U"“:E 1 1 0|z, .PosonsA:E 1 1 0},alors

Zp42 1 0 1)\z,.2 1 0 1
X -2 0 X
TaX)=-1 X-1 0 |=X-1) = X-DX?2-X-2)=(X-1DX+1X-2).
-1 0 X-1 -1 X-1

Comme y,,(X) est scindé a racines simples, 2A est diagonalisable, et 2A = P.diag(—l,l,Z).P‘l, puis
pour n € N 2"A" = P.diag((-1)",1,2").P7! soit A" = P.diag ((’71)",2%,,1)?_1 donc A" tend vers
P.diag (0,0,1).P7".

2 0 1 1 1 2 0
Le calcul donne P = (1 0 IJ puis lim A" = 5 (1 2 O) donc la suite (M,,) tend vers le barycentre de

1 1 1 e 1 2 0
(M,, M), de coefficients (1,2).
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% k a) Soit M € .4, (R), telle qu'il existe un entier p € N tel que M” = (0) (on dit que M est nilpotente).
Montrer que M admet 0 pour unique valeur propre et est diagonalisable si, et seulement si, elle est nulle.

1 g ‘
b) Lj jZ 1 ), ouj= e? estelle diagonalisable?

.2 1 ]
0 - 0 b,

c) Soit M = 0 - 0 b_|
al ves an_l 0

Montrer que, si tous les b; sont nuls, M est diagonalisable si, et seulement si, tous les a; sont nuls.
Dans le cas général, montrer que M admet au plus deux valeurs propres complexes non nulles.
Indication : on pourra s’inspirer de I'exercice 4.

On suppose tous les a; nuls (et les b; quelconques); donner une condition nécessaire et suffisante pour
que M soit diagonalisable.

Réponse :
a) Si M est une matrice réelle, carrée d’'ordre n et nilpotente, alors det(M”) = det(M)” = 0 donc
det(M) = 0 et M est non inversible. Ceci signifie que 0 € Sp (M).

Soit A € Sp (M), alors il existe un vecteur-colonne non nul X tel que M.X = A X, donc MP.X = A” x;
mais comme M” = (0) et que X # (0), A” =0 donc A = 0. Sp (M) = 0, ce qui signifie que M ne peut
étre diagonalisable que si M ~ (0), donc si M = (0).

1 g

b) T=[j j* 1 ) estderang 1 (toutes ses colonnes sont proportionnelles), et sa trace est nulle, donc

.2 1 ]
‘ T est non diagonalisable ‘ (voir I'exercice 3).

On peut par ailleurs constater que T2 = (0), donc T est nilpotente non nulle et donc non diagonali-
sable.

¢) On constate que si tous les b; sont nuls, alors M est de rang 1 au plus, et M 2 = (0). M nest diagona-
lisable que si M = (0), c’est-a-dire si les a; sont nuls.
Siles a; et les b; sont non tous nuls, la matrice M est de rang 2.

Alors F = Im (M) est stable par 'endomorphisme f canoniquement associé. Considérons les vec-
teurs U = (0,0,...,1)T et V = (al,...,an_l,O)T qui engendrent Im(M) : M.U = V et M.V =

n-1
= 5 I} 5 5 a 5 I} 0 Z ag bk
Y a;bi.U, donc la matrice M’ de 'endomorphisme induit par f sur F est M’ = = .
k=1 1 0
n-1
Les valeurs propres de M', qui sont les racines carrées complexes de A = Y _ a; by, sont aussi valeurs
k=1
propres de A.

Donc M est diagonalisable dans C si A # 0, dans R si A > 0, et n’est pas diagonalisable si A = 0.
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9]

-1 -2 =2 1 2 2
a) Réduire les matrices:A=|-2 -1 —-2|etB=|-2 -3 -2/,

2 2 3 0o 2 3

b) A et B sont-elles semblables?
¢) Pour n €N, calculer A" et B".

b)

<)

Réponse :
X+1 2 2 | C—=C-GC |[X-1 2 0
a) uX)=| 2  X+1 2 = I-X X+1 1-X
1 2 0 1 2 0
X)) =X-1%-1 X+1 1 Lzhf”Ll X-1%0 X+3 -1|=X-12X+1).
0o -2 -1 B 0o -2 1

Les valeurs propres de A sont —1 (simple) et 1 (double).
Vérifions que A est diagonalisable en déterminant la dimension de E, (A) qui devrait étre 2 :

=2 =2 =&
A-L = (—2 —2 —2) est clairement de rang 2, donc E; (A) est le plan d’équation cartésienne x +
2 2 2

y +z = 0; A est donc diagonalisable, et | E,(A) = Vect((1,-1,0)7,(0,1,-1)7) |

0 -2 -2
A+L = (—2 0 —2) donc E_,(A) est la droite définie par les équations y +z = 0,x + z = 0.

2 2 4
‘E_I(A) = Vect((1,1,-1)7) \

X-1 -2 2| Ly—Lj—L;—L; X+1 X+1 0 1 1 0
reX)=| 2 X+3 2 = 2 X+3 2 |=X+1)X-1|2 X+3 2

0 -2 X-3| Li—L+L, [I-X 0 X-1 -1 0 1

1 1 0 .

= -4 X+3 2|= - = - 1)

XB(X)CT 1+C3(X+1)(X 1)0 03 : X+DX 1)‘4 X+3’ X+DX-1)

Xa = Xg, €t les valeurs propres de B sont —1 (simple) et 1 (double).
Vérifions si B est diagonalisable en déterminant la dimension de E; (B) qui devrait étre 2 :

0o 2 2
équations cartésiennesy +z=0etx+2y+z=0,s0itx+y=0ety+z=0.

E,(B) = Vect(U,) ou U2T =(2,-2,2) et ’ B est non diagonalisable |

0 2 2
B-I;= (— —4 —2) est clairement de rang 2, donc E, (B) est une droite vectorielle définie par les

Un calcul simple aboutit a E_; (B) = Vect(U;) ot U, = (1,-2,1)T.
Pour compléter la base, cherchons un vecteur U; tel que B.U; = U, + Us, C'est-a-dire (B—1).U; = U, ;

D . 2y+2z " s
avec U; = (x,y,2)", ceci équivaut au systéme { v . La condition sur la premieére

—2x—-4y—-2z =-2
ligne équivaut a x = 1; on trouve donc Ug,T =(-1,1,0).

-1 0 O 1 2 -1
Finalement B=Q.T.Q ,avecT=| 0 1 1fet |Q=]|-2 -2 1 ||
0 0 1 1 2 0

A et B ne sont pas semblables, bien qu’elles aient le méme polyndéme caractéristique, car A est dia-
gonalisable (donc A® = I, : A est une matrice de symétrie), mais pas B.

On peut aussi remarquer que dim (E, (A)) = 2, et dim (E,(B)) = 1; A et B ne peuvent pas étre sem-
blables.
1+(-1D" 1+(-D)"
I, +
2 2
0 0 O D" 0 0 —-(-D"-2n+2 —-(-1D"+1 2n
N=|0 1 0|doncN"= 0 1 n|:|B"=|2-D"+2n-2 2(-1D)"-1 -2n ||
0

0 0 O 0 1 --D"-2n+1 —-(-D"+1 2n+1

A% =1, donc A" =

A.Deplus, T = diag(-1,1,1) + N, avec
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2a-1 0 a-1
%% |10] SoitaeR etM,=[2a-1) 1 a-1|
4-3a a-2 2-a
a) Quel estle rang de M, — I;? Calculer le polynome caractéristique de M, — I, puis celui de M,,.

b) Déterminer une valeur de a telle que 2 soit valeur propre de M,,.
M, est-elle diagonalisable pour cette valeur de a ? Diagonaliser alors M,,.

¢) M, est diagonalisable? Trigonaliser M;.

1 00 1 01
Indication : On admettraque M; = P,.T,.P, Pavec T, =0 1 1P =|? 2 2
0 0 1 010

Réponse :
2(a-1) 0 a-1
a) M,-I,=|2(a-1) 0 a—1|. Apres la transformation C;, — C, —2C; + C,,
4-3a a-2 l-a
0 0 a-1
M,-L~|0 0 a—1]donclerangde M, —L; est1sia =1oua =2, et vaut 2 sinon.
“Vo a-2 1-a
Avec la méme transformation,

X+2(1-a) 0 l-a C—C-2CG+GC, | X 0 l1-a
Im,-,X)=| 2(1-a) X l-a = X X l-a
3a-4 2-a X+a-1 2X 2-a X+a-1
L,—L,-L, |X 0 1-a X 0
= 0 X 0 =X'2_a Xi+1log =X &X+1-a).
Ly—L3-2L, |0 2-a X+1-a
Or g, -1, X) = det(X I3 — M, + ;) = det((X + 1) I3 — M,,)) = x5, (X + 1) donc
I, X) =X, -, X —1) = (X - D*(X -a)|
2 0 1
b) XM“(Z):4(2—a)nes'annulequesi .Alors SpM,) =1{1,2},etM,—L;=| 2 0 1 |estde
-2 0 -1
rang 1, donc dimE; (M,) =3-1=2=m(1) et ‘ M, est diagonalisable ‘
-1 0 1 1 0 0
M, =P,.A,.P; avec ([P,=[ 0 1 1 |etA,={0 1 Of}
2 0 -1 0 0 2
0 0 O
c) Sp(M;) = {1}. My — L = [0 0 0] est de rang 2, donc dimE;(M,) = 3—-1 = 2 < m(1) et
1 -1 0

‘ M, estnon diagonalisable ‘

0 1
On peut compléter ce systéme en une base (U, V, W) de R® dans laquelle la matrice de I'endomor-
phisme f; est T; en résolvant '’équation vectorielle f; (W) = V + W, soit f; (W) — W =V, équivalente
a(M; —L).W =V,donc a x —y =1 (et, en tenant compte des indications, x = 1 et z = 0).

1 0
E,(M,) = Vect (U, V) avec U = (1),V = (0\)

1 0 1
Finalement |P,=(1 0 Of]|
010
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1 -1 1
%
a) On considére la matrice A = (3 -7 1 1).

3 -7 11

Déterminer au moins une matrice B € .#;(R) telle que B> = A et Tr(B) = 3.

0 0 2 3 3 8

-1 0 0 -4 -3 -9
b) Trouver des matrices M et Y de .4 (R) vérifiantles équations M?= ( 0 -1 O) etY?= (—3 —4 —9).

a)

b)

Réponse :

On commence par réduire A, et, pour cela, on calcule y,(X) =

X-1 1 -1 | G—G+G, |X-1 1 0 | Ly—Ly—L,
-3 X+7 -1l = -3 X+7 X-4 = X -
-3 7 X-11 3 7 X-4

X-1 1 0
4)| -3 X+7 1
0 -X 0
X-1 0 .z . .
XX -4 _3 1= XX —1)(X —4) scindé a racines simples,

donc A est diagonalisable, et les sous-espaces propres sont des droites.

X—-y+z =0 _{x—y+z =0

soit ;ontrouve Ey(A) = Vect (5)
3x-7y+11z =0 -4y +8z =0 1

E,(A) estdéfini par le systeme {

Un calcul analogue aboutit a E; (A) = Vect (:1%) et E,(A) = Vect (?), donc A=P.A.P™! avec

1 1 -1
En posant D = diag (0, &,,2¢,) et B=P.D.P™! o1 (¢;,¢,) € {~1,1}?, on obtient D? = A donc B® = A, et
d’autre part Tr(B) = Tr (D) = €, + 2¢, qui vaut 3 si, et seulement si, £; = &, = 1.

1 -1 0
P=(2 1 -1|etA=diag(0,1,4).

1 -1 1
Ceci fournit une solution satisfaisant les deux conditions imposées; on trouve B = (1 -3 5).
1 -3 5
M? = diag(—1,—1,2) n'a clairement pas de solution diagonale dans .#;(R).
(— 1 0 0) R 0)
Une solutionde M2=] 0 -1 0]s'écrit: M = ( ) ol R € /,(R) vérifie R? = —1,.
o 0 o ©) +V2

-1
Dans toute base du type (x, r(x)), la matrice de 'endomorphisme r associé a R s’écrit R' = ((1) 0 )

doncR =K.R'.K™}, K € GL,(R).
Ceci fournit une infinité de solutions de M? = diag(-1,-1,2).

-4 -3 -9
On trouve les solutions de Y2 = (—3 -4 —9) = C en diagonalisant C : C = Q.diag(-1,-1,2).Q”!
3 3 8
12 1 -v2-1 -v2-3 -3V2-4
avecQz(—l 1 1 );unedessolutionsestYO= —\/§+1 —\/5 -3v2+1]|.
0 -1 -1 V2 V241 3V2+1
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