
Maths — PT exercices sur les matrices et déterminants : feuille 2 Lycée Mandela 2024/2025

PT Exercices sur les matrices et déterminants 2024/2025
feuille No 2

1 On considère les matrices 𝐴 =
⎛

⎝

1 1 0
1 3 2
0 1 1

⎞

⎠
𝐵 =

⎛

⎝

1 1 0
1 −1 2
0 −1 1

⎞

⎠
.+

a) Déterminer une base du noyau et de l’image de 𝐴. Ker (𝐴) et Im (𝐴) sont-ils supplémentaires?
b) Mêmes questions concernant Ker (𝐵) et Im (𝐵).

c) On considère la base deℳ3,1(ℝ) :ℬ= (𝑈,𝑉 ,𝑊 ) =
⎛

⎝

⎛

⎝

2
0
−1

⎞

⎠
,
⎛

⎝

1
−1
−1

⎞

⎠
,
⎛

⎝

1
0
−1

⎞

⎠

⎞

⎠
.

Écrire la matrice de changement de base de la base canonique vers la base ℬ, puis écrire la matrice 𝐵 ′

de l’endomorphisme canoniquement associé à 𝐵 dans la baseℬ.

•
2 Soient 𝐴 et 𝐵 deux matrices de𝑀𝑛(ℂ). On définit la matrice d’ordre 2𝑛 :𝑀 = ⒧ 𝐴 𝐴

𝐴 𝐵 ⒭.∗
a) Déterminer le rang de𝑀 en fonction de ceux de 𝐴 et 𝐵 −𝐴.
b) Montrer que𝑀 est inversible si et seulement si 𝐴 et 𝐵 −𝐴 le sont et, dans ce cas, verifier que

𝑀−1 = ⒧(𝐵 −𝐴)
−1.𝐴−1.𝐵 −(𝐵 −𝐴)−1

−(𝐵 −𝐴)−1 (𝐵 −𝐴)−1 ⒭

 Attention, 𝐴 et 𝐵 ne commutent pas forcément !

•
3 Soit 𝑛 ∈ℕ∗, 𝐼𝑛 la matrice identité deℳ𝑛(ℝ), et les matrices

𝑁 =

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ ⋯ 0 1
0 ⋯ ⋯ 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝐽 =

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ ⋯ 0 1
1 0 ⋯ ⋯ 0

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝐴 = 𝐼𝑛−𝑁 et 𝐵 = 𝐼𝑛−𝐽 .

a) On appelle respectivement 𝜑 et 𝜓 les endomorphismes respectifs canoniquement associés à 𝑁 et 𝐽 , et
(𝑒1,𝑒2,…,𝑒𝑛) la base canonique de ℝ𝑛 :
Montrer que pour 𝑘 ∈ [[0,𝑛]] : 𝜑𝑘(𝑒𝑗) = 0 si 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘, et 𝜑𝑘(𝑒𝑗) = 𝑒𝑗−𝑘 si 𝑗 > 𝑘 et que 𝜓𝑘(𝑒𝑗) = 𝑒𝑛+𝑗−𝑘 si
1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘, et𝜓𝑘(𝑒𝑗) = 𝑒𝑗−𝑘 si 𝑗 > 𝑘.
En déduire que𝑁𝑛 = (0) et que 𝐽𝑛 = 𝐼𝑛.

b) Soit𝑀 une matrice quelconque deℳ𝑛(ℝ), montrer que (𝐼𝑛−𝑀)⒧
𝑛−1

𝑘=0

𝑀𝑘⒭ = 𝐼𝑛−𝑀𝑛.

En déduire que 𝐴 = 𝐼𝑛−𝑁 est inversible, et préciser son inverse.
𝐵 = 𝐼𝑛−𝐽 est-il inversible?

c) Soit 𝑎 un réel, et la matrice

𝑇 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 𝑎 𝑎2 𝑎3 … 𝑎𝑛−1
0 1 𝑎 𝑎2 … 𝑎𝑛−2
0 0 1 𝑎 … 𝑎𝑛−3
⋮ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 𝑎
0 … … … … 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

En remarquant que 𝑇 =
𝑛−1

𝑘=0

𝑎𝑘𝐽𝑘, montrer que 𝑇 est inversible et calculer son inverse.
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4 On considère les matrices 𝐴 = ⒧1 2
2 1⒭, 𝐵 = ⒧1 2

0 1⒭ et 𝐶 =
⎛

⎝

−2 −1 2
4 3 −2
−1 −1 1

⎞

⎠
∗

a) Déterminer les matrices 𝑋 ∈𝑀2(ℝ) telles que 𝐴𝑋 =𝑋𝐴, et celles vérifiant 𝐵𝑋 =𝑋𝐵.
b) Déterminer, dans la base ((1,−2,1), (1,−1,1), (−1,1,0)), la matrice 𝐶 ′ de l’endomorphisme 𝛾 défini par 𝐶

dans la base canonique.
c) Déterminer les matrices 𝑌 ∈𝑀3(ℝ) telles que 𝐶 ′𝑌 = 𝑌𝐶 ′, puis les matrices 𝑋 ∈𝑀3(ℝ) qui vérifient 𝐶𝑋 =

𝑋𝐶 . Indication : on pourra poser 𝑋 = 𝑃.𝑌 .𝑃−1.

•
5 Calculer les déterminants suivants, sous forme aussi factorisée que possible :+

a)
|
𝑎𝛼+𝑏𝛾 𝑎𝛽+𝑏𝛿
𝑐𝛼+𝑑𝛾 𝑐𝛽+𝑑𝛿

| b)
|

0 𝑎 𝑏
−𝑎 0 𝑐
−𝑏 −𝑐 0

|
c)
|

𝑎 +𝑏 𝑎𝑏 𝑎2+𝑏2
𝑏+𝑐 𝑏𝑐 𝑏2+𝑐2
𝑐+𝑎 𝑐𝑎 𝑐2+𝑎2

|
d)

|

𝑥 𝑎 𝑏 𝑦
𝑎 𝑥 𝑦 𝑏
𝑏 𝑦 𝑥 𝑎
𝑦 𝑏 𝑎 𝑥

|
•

6∗∗ Pour 𝑛 ∈ℕ∗, 𝑛 ⩾ 2, et (𝑎,𝑏) ∈ 𝕂2, on considère les déterminants de taille 𝑛 :

𝑃𝑛(𝑥) =
|

𝑥 1 ⋯ 1
1 𝑥 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 1
1 ⋯ 1 𝑥

|
et Δ𝑛(𝑎,𝑏) =

|

𝑏 𝑎 ⋯ 𝑎
𝑎 𝑏 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 𝑎
𝑎 ⋯ 𝑎 𝑏

|
.

a) Calculer 𝑃2(𝑥) et 𝑃3(𝑥).
b) Dans 𝑃𝑛(𝑥), effectuer les opérations de pivot de Gauss : 𝐶𝑗 ⟵𝐶𝑗 −𝐶𝑛 pour 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛−1, puis mettre en

facteur (𝑥−1) dans les𝑛−1 premières colonnes, puis 𝐿𝑖 ⟵𝐿𝑖+𝐿𝑖−1 pour 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 ; en déduire la valeur
de 𝑃𝑛(𝑥), sous forme factorisée.

c) En déduire la valeur de Δ𝑛(𝑎,𝑏) sous forme factorisée.
d) On considère la matrice 𝐾𝑛 ∈ 𝑀𝑛(𝕂) dont tous les coefficients dont égaux à 1. Montrer que 𝐾 2

𝑛 = 𝑛.𝐾𝑛,
puis déterminer l’inverse de la matrice𝑀 = (𝑏−𝑎)𝐼𝑛+𝑎𝐾𝑛 sous la forme 𝑥𝐼𝑛+𝑦𝐾𝑛.

•
7 Pour 𝑛 ∈ℕ∗, 𝑛 ⩾ 2, et (𝑎,𝑏,𝑐) ∈ 𝕂2, (𝑎 ≠ 𝑐) on considère le déterminant de taille 𝑛 :∗

𝑄𝑛(𝑥) =
|

𝑏 +𝑥 𝑎+𝑥 ⋯ 𝑎+𝑥
𝑐+𝑥 𝑏+𝑥 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 𝑎+𝑥

𝑐+𝑥 ⋯ 𝑐+𝑥 𝑏+𝑥

|
.

a) En effectuant les transformations𝐶𝑚 ⟵𝐶𝑚−𝐶1, 2 ⩽𝑚⩽𝑛, montrer que𝑄𝑛 est un polynôme de𝕂1[𝑋].
b) En écrivant𝑄𝑛(𝑥) = 𝛼𝑛𝑥+𝛽𝑛, et en utilisant les valeurs de𝑄𝑛(−𝑎) et de𝑄𝑛(−𝑐), déterminer une expres-

sion de 𝛽𝑛 en fonction de 𝑛,𝑎,𝑏 et 𝑐 et en déduire une expression de𝑄𝑛(0).
•

8 Déterminants de Vandermonde∗
On considère 𝑛 nombres complexes 𝑎1,𝑎2,…,𝑎𝑛 (𝑛 ∈ℕ, 𝑛 ⩾ 2), et pour 𝑝 ∈ {2,…𝑛}, on pose :

𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑝) =

|

1 1 ⋯ 1 1
𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑝−1 𝑎𝑝
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑝−1 𝑎2𝑝
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑝−11 𝑎𝑝−12 ⋯ 𝑎𝑝−1𝑝−1 𝑎𝑝−1𝑝

|

et 𝑃𝑝−1(𝑋) =

|

1 1 ⋯ 1 1
𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑝−1 𝑋
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑝−1 𝑋2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑝−11 𝑎𝑝−12 ⋯ 𝑎𝑝−1𝑝−1 𝑋𝑝−1

|

.

On pose par ailleurs 𝑉 (𝑎1) = 1, et 𝑃1(𝑋) = 𝑋 −𝑎1.
a) S’il existe un couple d’entiers (𝑖, 𝑗) tels que 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑝 et 𝑎𝑖 = 𝑎𝑗 , montrer que 𝑉 (𝑎1,⋯,𝑎𝑝) = 0.

Si les 𝑎𝑖 sont distincts, montrer que 𝑃𝑝−1(𝑋) est un polynôme de ℝ𝑝−1[𝑋], de racines 𝑎1,𝑎2,…,𝑎𝑝−1 et de
coefficient dominant 𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑝−1).
En déduire que dans tous les cas 𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑝) = (𝑎𝑝 −𝑎1)(𝑎𝑝 −𝑎2)…(𝑎𝑝 −𝑎𝑝−1)𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑝−1).

b) Montrer que 𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑛) = 
1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

(𝑎𝑗 −𝑎𝑖).
c) Calculer les déterminants ((𝑎,𝑏,𝑐) ∈ ℝ3) :

|

1 cos𝑎 cos(2𝑎)
1 cos𝑏 cos(2𝑏)
1 cos𝑐 cos(2𝑐)

|

|

𝑎−1 𝑎 𝑎3
𝑏−1 𝑏 𝑏3
𝑐−1 𝑐 𝑐3

|
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