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PT Exercices sur les matrices et déterminants 2024/2025
feuille N°2
1 1 0 1 1 O
= On considere les matricesA=|1 3 2|B=|1 -1 2}|.
0 1 1 0 -1 1

a) Déterminer une base du noyau et de I'image de A. Ker (A) et Im (A) sont-ils supplémentaires?

b) Mémes questions concernant Ker (B) et Im (B).

2 1 1
c) On consideére la base de M3 [R):B=U,V,W)= (( 0 ),(—1) ,( 0 ))

-1 -1 -1
Ecrire la matrice de changement de base de la base canonique vers la base 98, puis écrire la matrice B’
de 'endomorphisme canoniquement associé a B dans la base 23.

* Soient A et B deux matrices de M,,(C). On définit la matrice d'ordre 2n: M = ( 11;1 )

b) Montrer que M est inversible si et seulement si A et B — A le sont et, dans ce cas, verifier que
Y=, B-ATATB —-(B-A"'
| -B-4T B-A)~"

BN

a) Déterminer le rang de M en fonction de ceux de A et B — A.

A Attention, A et B ne commutent pas forcément!

Soit n € N*, I, la matrice identité de .4, (R), et les matrices

o 1 0 - O o 1 0 - 0
0 o 1 -~ 0 0 1 :
N=]|: oo 0, J=1: oo 0, A=I,-N et B=1,-].
0 -« - 0 1 0 - - 0 1
0 - - 0 0 1 0 -« - 0

a) On appelle respectivement ¢ et ¥ les endomorphismes respectifs canoniquement associés a N et J, et
(e, e,,...,e,) labase canonique de R” :
Montrer que pour k € [0, 7] : (pk(ej) =0sil<j<k,et (pk(ej) =e_psij > ketque wk(ej) = €y4jk Si
1<j<k, etwk(ej) =e_sij>k.
En déduire que N" = (0) etque J" =1I,,.

n-1
b) Soit M une matrice quelconque de .4, (R), montrer que (I,, — M) ( Y Mm* ) =I,-M".
k=0
En déduire que A = I, — N est inversible, et préciser son inverse.
B =1, -] est-il inversible?

¢) Soit a un réel, et la matrice

1 a a* a a""
0 1 a a? a"
0 0 1 a a”
T = : :
: ~oa
o ... ... .. .. 0 1
n-1
Enremarquantque T = ) a*J*, montrer que T est inversible et calculer son inverse.
k=0
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1 2 1 2 —2 -1 2
* i e i = = = _
E On consideére les matrices A (2 1), B ( 0 1) etC 4 3 2

%k 3k

-1 -1 1

a) Déterminer les matrices X € M, (R) telles que AX = XA, et celles vérifiant BX = X B.

b) Déterminer, dans la base ((1,-2,1), (1,-1,1),(-1,1,0)), la matrice C’ de 'endomorphisme y défini par C
dans la base canonique.

¢) Déterminer les matrices Y € M;(R) telles que C'Y = Y C’, puis les matrices X € M5(R) qui vérifient CX =
XC. Indication : on pourra poser X = P.Y.P™'.

Calculer les déterminants suivants, sous forme aussi factorisée que possible :

aa+by aP+bs 0 a b a+b ab a*+b? Z i b Jl;
a) ca+dY cp+db b)|-a 0 ¢ c)|b+c bc b*+c? d |, i a

Y -b —-c 0 c+a ca c*+a? Y
y b a x

[ ]
Pour n € N*, n =2, et (a, b) € K?, on considére les déterminants de taille 7 :

X 1 e 1 b a A a

1 x - a b -

Pﬂ(x) = S -, .. 1 et An(ay b) = . .. a

1 -« 1 x a a b

a) Calculer P,(x) et P;(x).

b) Dans P, (x), effectuer les opérations de pivot de Gauss : C; — C; — C, pour 1 < j < n — 1, puis mettre en
facteur (x — 1) dans les n — 1 premieres colonnes, puis L; «— L; + L;_; pour 2 < i < n; en déduire la valeur
de P,(x), sous forme factorisée.

¢) En déduire la valeur de A, (a, b) sous forme factorisée.

d) On considere la matrice K,, € M,,(IK) dont tous les coefficients dont égaux a 1. Montrer que K? = n.K,,,

puis déterminer I'inverse de la matrice M = (b — a)l,, + aK,, sous la forme xI,, + yK,,.
[ ]

Pour n e N*, n=2,et(a,b,c) € K?, (a # c) on considere le déterminant de taille 7 :

b+x a+x a+x

c+x b+x :
x)=| . .
Q) : oa+x
c+x -+ c+x b+x

a) En effectuant les transformations C,, — C,, — C;, 2 < m < n, montrer que Q,, est un polynome de K, [X].

b) En écrivant Q,(x) = a,x + B, et en utilisant les valeurs de Q,,(—a) et de Q, (—c¢), déterminer une expres-

sion de §, en fonction de n, a, b et ¢ et en déduire une expression de Q,,(0).
[ ]

Déterminants de Vandermonde
On considere n nombres complexes a;, a, ..., a, (n €N, n =2), et pour p € {2,... n}, on pose :

1 r - 1 1 1 r - 1 1
aé a% a’é"l a,z, aé ag ag_l X2
Viay,ay, - a,)=| % az A, a4 |etP,,X)=| @ a @y X
p-1  _p-1 _p-1 _p-l p-1  p-1 p-1  yp-1
a, a, a, , ap a, a, a,, X

On pose par ailleurs V(a;) =1,et P, (X) =X — a,.

a) S'il existe un couple d’entiers (i, j) tels que 1 < i <j < p et a; = a;, montrer que V (a,, -, a,) = 0.
Siles a; sont distincts, montrer que P,_; (X) est un polynome de R,,_, [X], de racines a,, a,, ..., a,_, etde
coefficient dominant V (a,, a,, -+, a,_,).

En déduire que dans tous les cas V (a,, a,, -+, ap) = (ap - al)(ap -a,)...(a, - ap_l)V(al, as, "+, ap_l).

p
b) Montrer que V(ay, ay, -+, a,) = H (a; —a;).

\<i<jen 1 cosa cos(2a) a' a a
c¢) Calculer les déterminants ((a, b, ¢) € R®): 1 cosb cos(2b) bp' b b
1 cosc cos(2¢) ¢! ¢ 8
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