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PT Exercices sur les matrices et déterminants (solutions) 2024/2025

feuille No 2

1 On considère les matrices 𝐴 =
⎛

⎝

1 1 0
1 3 2
0 1 1

⎞

⎠
𝐵 =

⎛

⎝

1 1 0
1 −1 2
0 −1 1

⎞

⎠
.+

a) Déterminer une base du noyau et de l’image de 𝐴. Ker (𝐴) et Im (𝐴) sont-ils supplémentaires?
b) Mêmes questions concernant Ker (𝐵) et Im (𝐵).

c) On considère la base deℳ3,1(ℝ) :ℬ= (𝑈,𝑉 ,𝑊 ) =
⎛

⎝

⎛

⎝

2
0
−1

⎞

⎠
,
⎛

⎝

1
−1
−1

⎞

⎠
,
⎛

⎝

1
0
−1

⎞

⎠

⎞

⎠
.

Écrire la matrice de changement de base de la base canonique vers la base ℬ, puis écrire la matrice 𝐵 ′

de l’endomorphisme canoniquement associé à 𝐵 dans la baseℬ.

Réponse :
a) Les colonnesde𝐴 engendrent Im (𝐴), donconobtient unebasede Im (𝐴) à l’aided’unpivot deGauss

sur les colonnes de 𝐴 :

𝐴 ∼
𝐶

⎛

⎝

1 0 0
1 2 2
0 1 1

⎞

⎠
∼
𝐶

⎛

⎝

1 0 0
1 2 0
0 1 0

⎞

⎠
. 𝐴 est de rang 2, et Im (𝐴) = Vect

⎛

⎝

⎛

⎝

1
1
0

⎞

⎠
,
⎛

⎝

0
2
1

⎞

⎠

⎞

⎠
.

D’après la formule du rang, Ker (𝐴) est de dimension 3 − 2 = 1. On peut déterminer une base de
Ker (𝐴) en résolvant le système 𝐴.𝑋 = (0), ce qui peut se faire par pivot de Gauss sur les lignes de 𝐴 :

𝐴 ∼
𝐿

⎛

⎝

1 1 0
0 2 2
0 1 1

⎞

⎠
∼
𝐿

⎛

⎝

1 1 0
0 0 0
0 1 1

⎞

⎠
, ce qui correspond au système𝑥+𝑦 = 0

𝑦+𝑧 = 0 : Ker (𝐴) = Vect
⎛

⎝

⎛

⎝

1
−1
1

⎞

⎠

⎞

⎠
.

Un pivot de Gauss sur
⎛

⎝

1
−1
1

⎞

⎠
,
⎛

⎝

1
1
0

⎞

⎠
,
⎛

⎝

0
2
1

⎞

⎠
, montre que Ker (𝐴) et Im (𝐴) sont supplémentaires .

b) Si on appelle (𝐶1,𝐶2,𝐶3) les colonnes de 𝐴, celles de 𝐵 sont (𝐶1,𝐶1−𝐶3,𝐶3) : Im (𝐵) = Im (𝐴).
On peut déterminer une base de Ker (𝐵) en résolvant le système 𝐵.𝑋 = (0), ce qui peut se faire par
pivot de Gauss sur les lignes de 𝐵 :

𝐵 ∼
𝐿

⎛

⎝

1 1 0
0 −2 2
0 −1 1

⎞

⎠
∼
𝐿

⎛

⎝

1 1 0
0 0 0
0 −1 1

⎞

⎠
, ce qui correspond au système 𝑥+𝑦 = 0

𝑦−𝑧 = 0 :

Ker (𝐵) = Vect
⎛

⎝

⎛

⎝

1
−1
−1

⎞

⎠

⎞

⎠
.

Puisque
⎛

⎝

1
−1
−1

⎞

⎠
=
⎛

⎝

1
1
0

⎞

⎠
−
⎛

⎝

0
2
1

⎞

⎠
, Ker (𝐵) ⊂ Im (𝐵) donc Ker (𝐵) et Im (𝐵) ne sont pas supplémentaires .

c) La matrice de changement de base de la base canonique vers la baseℬ est 𝑃 =
⎛

⎝

2 1 1
0 −1 0
−1 −1 −1

⎞

⎠
.

On peut inverser 𝑃 en complétant le pivot de Gauss sur les lignes de 𝑃 , ou bien en résolvant le sys-
tème 𝑃.⒧𝑥𝑦𝑧 ⒭ = ⒧𝑎𝑏𝑐 ⒭ :
⎧⎪
⎨
⎪⎩

2𝑥+𝑦+𝑧 = 𝑎
−𝑦 = 𝑏
−𝑥−𝑦−𝑧 = 𝑐

soit
⎧⎪
⎨
⎪⎩

2𝑥+𝑧 = 𝑎+𝑏
𝑦 =−𝑏
𝑥+𝑧 = 𝑏−𝑐

puis
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥 = 𝑎+𝑏
𝑦 =−𝑏
𝑧 =−𝑎+𝑏−2𝑐

.

Alors 𝑃−1 =
⎛

⎝

1 0 1
0 −1 0
−1 1 −2

⎞

⎠
. On trouve alors 𝐵 ′ = 𝑃−1.𝐵.𝑃 =

⎛

⎝

1 0 0
0 0 1
0 0 0

⎞

⎠
.
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2 Soient 𝐴 et 𝐵 deux matrices de𝑀𝑛(ℂ). On définit la matrice d’ordre 2𝑛 :𝑀 = ⒧ 𝐴 𝐴
𝐴 𝐵 ⒭.∗

a) Déterminer le rang de𝑀 en fonction de ceux de 𝐴 et 𝐵 −𝐴.
b) Montrer que𝑀 est inversible si et seulement si 𝐴 et 𝐵 −𝐴 le sont et, dans ce cas, verifier que

𝑀−1 = ⒧(𝐵 −𝐴)
−1.𝐴−1.𝐵 −(𝐵 −𝐴)−1

−(𝐵 −𝐴)−1 (𝐵 −𝐴)−1 ⒭

 Attention, 𝐴 et 𝐵 ne commutent pas forcément !

Réponse :
a) Les opérations de pivot de Gauss sur les lignes et sur les colonnes conservent le rang d’une matrice,

or :𝑀 =∼
𝐿
⒧ 𝐴 𝐴
0 𝐵 −𝐴 ⒭ ∼

𝐶
⒧ 𝐴 0
0 𝐵 −𝐴 ⒭ donc rg (𝑀) = rg (𝐴)+ rg (𝐵 −𝐴) .

b) Cesmêmes opérations de pivot deGauss sur les lignes et sur les colonnes (transvections) conservent
le déterminant : det(𝑀) = det(𝐴)det(𝐵 −𝐴) donc det(𝑀) ≠ 0⟺ det(𝐴) ≠ 0 et det(𝐵 −𝐴) ≠ 0 .

Un calcul simple montre que ⒧𝑎 𝑎
𝑎 𝑏⒭

−1
= ((𝑏 −𝑎)𝑎)−1 ⒧ 𝑏 −𝑎

−𝑎 𝑎 ⒭. On s’en inspire avec précaution

pour obtenir ⒧𝐴 𝐴
𝐴 𝐵⒭.⒧

𝐴−1.𝐵 −𝐼
−𝐼 𝐼 ⒭ = ⒧𝐵 −𝐴 0

0 𝐵 −𝐴⒭ donc 𝑀−1 = ⒧(𝐵 −𝐴)
−1.𝐴−1.𝐵 −(𝐵 −𝐴)−1

−(𝐵 −𝐴)−1 (𝐵 −𝐴)−1 ⒭

3 Soit 𝑛 ∈ℕ∗, 𝐼𝑛 la matrice identité deℳ𝑛(ℝ), et les matrices

𝑁 =

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ ⋯ 0 1
0 ⋯ ⋯ 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝐽 =

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ ⋯ 0 1
1 0 ⋯ ⋯ 0

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

, 𝐴 = 𝐼𝑛−𝑁 et 𝐵 = 𝐼𝑛−𝐽 .

a) On appelle respectivement 𝜑 et 𝜓 les endomorphismes respectifs canoniquement associés à 𝑁 et 𝐽 , et
(𝑒1,𝑒2,…,𝑒𝑛) la base canonique de ℝ𝑛 :
Montrer que pour 𝑘 ∈ [[0,𝑛]] : 𝜑𝑘(𝑒𝑗) = 0 si 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘, et 𝜑𝑘(𝑒𝑗) = 𝑒𝑗−𝑘 si 𝑗 > 𝑘 et que 𝜓𝑘(𝑒𝑗) = 𝑒𝑛+𝑗−𝑘 si
1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘, et𝜓𝑘(𝑒𝑗) = 𝑒𝑗−𝑘 si 𝑗 > 𝑘.
En déduire que𝑁𝑛 = (0) et que 𝐽𝑛 = 𝐼𝑛.

b) Soit𝑀 une matrice quelconque deℳ𝑛(ℝ), montrer que (𝐼𝑛−𝑀)⒧
𝑛−1

𝑘=0

𝑀𝑘⒭ = 𝐼𝑛−𝑀𝑛.

En déduire que 𝐴 = 𝐼𝑛−𝑁 est inversible, et préciser son inverse.
𝐵 = 𝐼𝑛−𝐽 est-il inversible?

c) Soit 𝑎 un réel, et la matrice

𝑇 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 𝑎 𝑎2 𝑎3 … 𝑎𝑛−1
0 1 𝑎 𝑎2 … 𝑎𝑛−2
0 0 1 𝑎 … 𝑎𝑛−3
⋮ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 𝑎
0 … … … … 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

En remarquant que 𝑇 =
𝑛−1

𝑘=0

𝑎𝑘𝐽𝑘, montrer que 𝑇 est inversible et calculer son inverse.
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Réponse :
a) 𝜑𝑘(𝑒1) = 0, et 𝜑(𝑒𝑗) = 𝑒𝑗−1 si 𝑗 > 1, ce qui montre la propriété au rang 1 (elle est claire au rang 0).

On procède ensuite par récurrence : si 𝜑𝑘(𝑒𝑗) = 0 pour 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘, et 𝜑𝑘(𝑒𝑗) = 𝑒𝑗−𝑘 pour 𝑗 > 𝑘, alors
𝜑𝑘+1(𝑒𝑗) = 0 pour 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘, 𝜑𝑘+1(𝑒𝑘) = 𝜑(𝑒1) = 0, et pour 𝑗 > 𝑘+1, 𝜑𝑘+1(𝑒𝑗) = 𝜑(𝑒𝑗−𝑘) = 𝑒𝑗−𝑘−1 ce qui
montre l’hérédité.
De même,𝜓(𝑒1) = 𝑒𝑛+1−1, et𝜓(𝑒𝑗) = 𝑒𝑗−1 si 𝑗 > 1, ce qui montre la propriété au rang 1 (elle est claire
au rang 0).
On procède ensuite par récurrence : si 𝜓𝑘(𝑒𝑗) = 𝑒𝑛+𝑗−𝑘 pour 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘, et 𝜓𝑘(𝑒𝑗) = 𝑒𝑗−𝑘 pour 𝑗 > 𝑘
alors 𝜓𝑘+1(𝑒𝑗) = 𝑒𝑛+𝑗−𝑘−1 pour 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘, 𝜓𝑘+1(𝑒𝑘+1) = 𝜓(𝑒1) = 𝑒𝑛 = 𝑒𝑛+𝑘+1−𝑘−1, et pour 𝑗 > 𝑘 + 1,
𝜓𝑘+1(𝑒𝑗) = 𝜓(𝑒𝑗−𝑘) = 𝑒𝑗−𝑘−1 ce qui montre l’hérédité.
En prenant 𝑘 =𝑛, on trouve 𝜑𝑛 = 0 et𝜓𝑛 = id , donc 𝑁𝑛(0) et 𝐽𝑛 = 𝐼𝑛.

b) (𝐼𝑛−𝑀)⒧
𝑛−1

𝑘=0

𝑀𝑘⒭ =
𝑛−1

𝑘=0

𝑀𝑘−
𝑛−1

𝑘=0

𝑀𝑘+1 = 𝐼𝑛+
𝑛−1

𝑘=0

𝑀𝑘−
𝑛−1

𝑘=0

𝑀𝑘+1−𝑀𝑛 = 𝐼𝑛−𝑀𝑛. En prenant𝑀 =𝑁 ,

on trouve (𝐼𝑛−𝑁)⒧
𝑛−1

𝑘=0

𝑁𝑘⒭ = 𝐼𝑛−𝑀𝑛 = 𝐼𝑛 donc 𝐴 = 𝐼𝑛−𝑁 est inversible , et 𝐴−1 =
𝑛−1

𝑘=0

𝑁𝑘 .

En prenant𝑀 = 𝐽 , on trouve (𝐼𝑛−𝐽)⒧
𝑛−1

𝑘=0

𝑁𝑘⒭ = 𝐼𝑛−𝐽𝑛 = (0) ; 𝐵 = 𝐼𝑛−𝐽 n’est pas inversible .

c)
𝑛−1

𝑘=0

𝑎𝑘𝑁𝑘 est égal à 𝑇 , et par ailleurs en prenant 𝑀 = 𝑎𝐽 : (𝐼𝑛 − 𝑎 𝐽).𝑇 = 𝐼𝑛 − 𝑎𝑛𝑁𝑛 = 𝐼𝑛 donc

𝑇 est inversible et 𝑇−1 = 𝐼𝑛−𝑎 𝐽 .

4 On considère les matrices 𝐴 = ⒧1 2
2 1⒭, 𝐵 = ⒧1 2

0 1⒭ et 𝐶 =
⎛

⎝

−2 −1 2
4 3 −2
−1 −1 1

⎞

⎠
∗

a) Déterminer les matrices 𝑋 ∈𝑀2(ℝ) telles que 𝐴𝑋 =𝑋𝐴, et celles vérifiant 𝐵𝑋 =𝑋𝐵.
b) Déterminer, dans la base ((1,−2,1), (1,−1,1), (−1,1,0)), la matrice 𝐶 ′ de l’endomorphisme 𝛾 défini par 𝐶

dans la base canonique.
c) Déterminer les matrices 𝑌 ∈𝑀3(ℝ) telles que 𝐶 ′𝑌 = 𝑌𝐶 ′, puis les matrices 𝑋 ∈𝑀3(ℝ) qui vérifient 𝐶𝑋 =

𝑋𝐶 . Indication : on pourra poser 𝑋 = 𝑃.𝑌 .𝑃−1.
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Réponse :

a) Avec 𝑋 = ⒧𝑎 𝑏
𝑐 𝑑⒭ : 𝐴.𝑋 = ⒧𝑎+2𝑐 𝑏+2𝑑

2𝑎+𝑐 2𝑏+𝑑⒭,𝑋.𝐴 = ⒧𝑎+2𝑏 2𝑎+𝑏
𝑐+2𝑑 2𝑐+𝑑⒭𝐴.𝑋 − 𝑋.𝐴 =

⒧−2𝑏+2𝑐 −2𝑎+2𝑑
2𝑎−2𝑑 2𝑏−2𝑐 ⒭

donc 𝐴.𝑋 = 𝑋.𝐴 équivaut au système (𝑏 = 𝑐,𝑎 = 𝑑) ; Les matrices 𝑋 ∈ 𝑀2(ℝ) telles que 𝐴𝑋 = 𝑋𝐴
forment le plan vectoriel engendré par 𝐼2 et𝑈2 = ⒧0 1

1 0⒭.

𝐵.𝑋 = ⒧𝑎+2𝑐 𝑏+2𝑑
𝑐 𝑑 ⒭,𝑋.𝐵 = ⒧𝑎 2𝑎+𝑏

𝑐 2𝑐+𝑑⒭, et 𝐵.𝑋 −𝑋.𝐵 = ⒧2𝑐 −2𝑎+2𝑑
0 −2𝑐 ⒭.

donc 𝐵.𝑋 = 𝑋.𝐵 équivaut au système (𝑐 = 0,𝑎 = 𝑑) ; Les matrices 𝑋 ∈ 𝑀2(ℝ) telles que 𝐵𝑋 = 𝑋𝐵
forment le plan vectoriel engendré par 𝐼2 et𝑈2 = ⒧0 1

0 0⒭.

b) La matrice de passage vers la base est

𝑃 =
⎛

⎝

1 1 −1
−2 −1 1
1 1 0

⎞

⎠
, son inverse est 𝑃−1 =

⎛

⎝

−1 −1 0
1 1 1
−1 0 1

⎞

⎠
. Alors 𝐶 ′ = 𝑃−1.𝐶 .𝑃 =

⎛

⎝

2 0 0
0 1 0
0 0 −1

⎞

⎠
.

c) 𝐶 ′ = diag (2,1,−1) est une matrice diagonale. Soit 𝑌 une matrice de colonnes (𝐶1,𝐶2,𝐶3) et de lignes
𝐿1,𝐿2,𝐿3, alors 𝐶 ′.𝑀 a pour lignes 2𝐿1,𝐿2,−𝐿3 et𝑀.𝐶 ′ a pour colonnes (2𝐶1,𝐶2,−𝐶3).
Ces deuxmatrices ne peuvent être égales que si les coefficients non diagonaux de𝑀 sont nuls, c’est-
à-dire si𝑀 est diagonale.
Avec 𝑋 = 𝑃.𝑌 .𝑃−1, 𝐶𝑋 = 𝑋𝐶 équivaut à 𝐶.𝑃.𝑌 .𝑃−1 = 𝑃.𝑌 .𝑃−1.𝐶 donc en multipliant à droite par 𝑃
et à gauche par 𝑃−1 : 𝑃−1.𝐶 .𝑃.𝑌 = 𝑌 .𝑃−1.𝐶 .𝑃 : 𝐶 ′𝑌 = 𝑌𝐶 ′. On est ramené à la question précédente,
c’est-à-dire 𝑌 = diag (𝑎,𝑏,𝑐) c’est-à-dire 𝑋 = 𝑃.diag (𝑎,𝑏,𝑐).𝑃−1 .

5 Calculer les déterminants suivants, sous forme aussi factorisée que possible :+

a)
|
𝑎𝛼+𝑏𝛾 𝑎𝛽+𝑏𝛿
𝑐𝛼+𝑑𝛾 𝑐𝛽+𝑑𝛿

| b)
|

0 𝑎 𝑏
−𝑎 0 𝑐
−𝑏 −𝑐 0

|
c)
|

𝑎 +𝑏 𝑎𝑏 𝑎2+𝑏2
𝑏+𝑐 𝑏𝑐 𝑏2+𝑐2
𝑐+𝑎 𝑐𝑎 𝑐2+𝑎2

|
d)

|

𝑥 𝑎 𝑏 𝑦
𝑎 𝑥 𝑦 𝑏
𝑏 𝑦 𝑥 𝑎
𝑦 𝑏 𝑎 𝑥

|
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Réponse : a) Remarquons que ⒧𝑎 𝑏
𝑐 𝑑⒭.⒧

𝛼 𝛽
𝛾 𝛿⒭ = ⒧𝑎𝛼+𝑏𝛾 𝑎𝛽+𝑏𝛿

𝑐𝛼+𝑑𝛾 𝑐𝛽+𝑑𝛿⒭ ; en passant au déterminant :

|
𝑎𝛼+𝑏𝛾 𝑎𝛽+𝑏𝛿
𝑐𝛼+𝑑𝛾 𝑐𝛽+𝑑𝛿

| =
|
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| .
|
𝛼 𝛽
𝛾 𝛿

| = (𝑎𝑑−𝑏𝑐)(𝛼𝛿−𝛽𝛾).

b)𝐷𝑏 =
|

0 𝑎 𝑏
−𝑎 0 𝑐
−𝑏 −𝑐 0

|
= −𝑎𝑏𝑐+𝑎𝑏𝑐 = 0 (Sarrus). On peut aussi remarquer que𝐷𝑏 = det(𝐵) avec 𝐵T =−𝐵,

donc det(𝐵) = det(𝐵T) = (−1)3det(𝐵) = −det(𝐵) donc 𝐷𝑏 = det(𝐵) = 0 .

c)𝐷𝑐

𝐿1 ←𝐿1−𝐿3
=

𝐿2 ←𝐿2−𝐿3

|

𝑏 −𝑐 𝑎(𝑏 −𝑐) (𝑏 −𝑐)(𝑏 +𝑐)
𝑏 −𝑎 𝑐(𝑏 −𝑎) (𝑏 −𝑎)(𝑏 +𝑎)
𝑐+𝑎 𝑐𝑎 𝑐2+𝑎2

|
= (𝑏 −𝑎)(𝑏 −𝑐)

|

1 𝑎 𝑏+𝑐
1 𝑐 𝑏+𝑎

𝑐+𝑎 𝑐𝑎 𝑐2+𝑎2

|

=
𝐿1 ←𝐿1−𝐿2

(𝑏 −𝑎)(𝑏 −𝑐)
|

0 𝑎 −𝑐 𝑐−𝑎
1 𝑐 𝑏+𝑎

𝑐+𝑎 𝑐𝑎 𝑐2+𝑎2

|
= (𝑏 −𝑎)(𝑐−𝑏)(𝑐−𝑎)

|

0 1 −1
1 𝑐 𝑏+𝑎

𝑐+𝑎 𝑐𝑎 𝑐2+𝑎2

|

=
𝐶2 ←𝐶2+𝐶3

(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑏)(𝑐 − 𝑎)
|

0 0 −1
1 𝑎+𝑏+𝑐 𝑏+𝑎

𝑐+𝑎 𝑐2+𝑎2+𝑐𝑎 𝑐2+𝑎2

|
= −(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑏)(𝑐 −

𝑎)|
1 𝑎 +𝑏+𝑐

𝑐+𝑎 𝑐2+𝑎2+𝑐𝑎
|

Or
|
1 𝑎 +𝑏+𝑐

𝑐+𝑎 𝑐2+𝑎2+𝑐𝑎
| = 𝑐2+𝑎2+𝑐𝑎−(𝑎+𝑐)2−𝑏(𝑎+𝑐) = −𝑎𝑐−𝑏𝑐−𝑏𝑎 donc

𝐷𝑐 = (𝑏−𝑎)(𝑐−𝑏)(𝑐−𝑎)(𝑎𝑏+𝑏𝑐+𝑐𝑎) .

d)𝐷𝑑

𝐶1 ←𝐶1−𝐶4
=

𝐶2 ←𝐶2−𝐶3

|

𝑥−𝑦 𝑎−𝑏 𝑏 𝑦
𝑎−𝑏 𝑥−𝑦 𝑦 𝑏
𝑏−𝑎 𝑦−𝑥 𝑥 𝑎
𝑦−𝑥 𝑏−𝑎 𝑎 𝑥

|

𝐿3 ←𝐿3+𝐿2
=

𝐿4 ←𝐿4+𝐿1

|

𝑥−𝑦 𝑎−𝑏 𝑏 𝑦
𝑎−𝑏 𝑥−𝑦 𝑦 𝑏
0 0 𝑥+𝑦 𝑎+𝑏
0 0 𝑎+𝑏 𝑥+𝑦

|
𝐷𝑑 = |

𝑥−𝑦 𝑎−𝑏
𝑎−𝑏 𝑥−𝑦

| .
|
𝑥+𝑦 𝑎+𝑏
𝑎+𝑏 𝑥+𝑦

| = ⒧(𝑥−𝑦)2−(𝑎−𝑏)2⒭ ⒧(𝑥+𝑦)2−(𝑎+𝑏)2⒭ donc

𝐷𝑑 = (𝑥−𝑦+𝑎−𝑏)(𝑥−𝑦−𝑎+𝑏)(𝑥+𝑦+𝑎+𝑏)(𝑥+𝑦−𝑎−𝑏).

6∗∗ Pour 𝑛 ∈ℕ∗, 𝑛 ⩾ 2, et (𝑎,𝑏) ∈ 𝕂2, on considère les déterminants de taille 𝑛 :

𝑃𝑛(𝑥) =
|

𝑥 1 ⋯ 1
1 𝑥 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 1
1 ⋯ 1 𝑥

|
et Δ𝑛(𝑎,𝑏) =

|

𝑏 𝑎 ⋯ 𝑎
𝑎 𝑏 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 𝑎
𝑎 ⋯ 𝑎 𝑏

|
.

a) Calculer 𝑃2(𝑥) et 𝑃3(𝑥).
b) Dans 𝑃𝑛(𝑥), effectuer les opérations de pivot de Gauss : 𝐶𝑗 ⟵𝐶𝑗 −𝐶𝑛 pour 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛−1, puis mettre en

facteur (𝑥−1) dans les𝑛−1 premières colonnes, puis 𝐿𝑖 ⟵𝐿𝑖+𝐿𝑖−1 pour 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 ; en déduire la valeur
de 𝑃𝑛(𝑥), sous forme factorisée.

c) En déduire la valeur de Δ𝑛(𝑎,𝑏) sous forme factorisée.
d) On considère la matrice 𝐾𝑛 ∈ 𝑀𝑛(𝕂) dont tous les coefficients dont égaux à 1. Montrer que 𝐾 2

𝑛 = 𝑛.𝐾𝑛,
puis déterminer l’inverse de la matrice𝑀 = (𝑏−𝑎)𝐼𝑛+𝑎𝐾𝑛 sous la forme 𝑥𝐼𝑛+𝑦𝐾𝑛.
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Réponse :

a) 𝑃2(𝑥) =
|
𝑥 1
1 𝑥

| = 𝑥2−1 et 𝑃3(𝑥) =
|

𝑥 1 1
1 𝑥 1
1 1 𝑥

|
= 𝑥3−3𝑥+2 = (𝑥−1)(𝑥2+𝑥−2) = (𝑥−1)2(𝑥+2).

b) 𝑃𝑛(𝑥) =

|

𝑥−1 0 ⋯ 0 1
1−𝑥 𝑥−1 ⋱ ⋮ ⋮
0 1−𝑥 ⋱ 0 ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 𝑥−1 1
0 ⋯ 0 1−𝑥 𝑥

|

= (𝑥−1)𝑛−1

|

1 0 ⋯ 0 1
−1 1 ⋱ ⋮ ⋮
0 −1 ⋱ 0 ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 1 1
0 ⋯ 0 −1 𝑥

|

𝑃𝑛(𝑥) = (𝑥−1)𝑛−1

|

1 0 ⋯ 0 1
−1 1 ⋱ ⋮ ⋮
0 −1 ⋱ 0 ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 1 1
0 ⋯ 0 0 𝑥+(𝑛−1)

|

𝑃𝑛(𝑥) = (𝑥−1)𝑛−1(𝑥+ (𝑛−1)) .

c) Si 𝑎 = 0, alors Δ𝑛(𝑎,𝑏) = 𝑏𝑛 ; supposons alors 𝑎 ≠ 0.
Comme le déterminant est multilinéaire, on peut mettre 𝑎 en facteur dans chaque colonne, et

Δ𝑛(𝑎,𝑏) = 𝑎𝑛𝑃𝑛 ⒧
𝑏
𝑎 ⒭ = 𝑎𝑛 ⒧𝑏𝑎 −1⒭

𝑛−1
⒧𝑏𝑎 +(𝑛−1)⒭ = (𝑏 −𝑎)𝑛−1(𝑏 + (𝑛 − 1)𝑎), valeur juste même si

𝑎 = 0 : Δ𝑛(𝑎,𝑏) = (𝑏 −𝑎)𝑛−1(𝑏 + (𝑛−1)𝑎) .

d) Les coefficients de 𝐾𝑛 dont tous égaux à
𝑛

𝑘=1

1 = 𝑛, donc 𝐾 2
𝑛 =𝑛.𝐾𝑛.

Alors𝑀.(𝑥𝐼𝑛+𝑦𝐾𝑛) = ⒧(𝑏 −𝑎)𝐼𝑛+𝑎𝐾𝑛⒭ (𝑥𝐼𝑛+𝑦𝐾𝑛) = 𝑥(𝑏−𝑎)𝐼𝑛+(𝑎𝑥+(𝑏−𝑎)𝑦)𝐾𝑛+𝑎𝑦𝐾 2
𝑛 = 𝑥(𝑏−

𝑎)𝐼𝑛+(𝑎𝑥+(𝑏 −𝑎)𝑦+𝑛𝑎𝑦)𝐾𝑛.

Comme (𝐾𝑛, 𝐼𝑛) forme un système libre, ceci n’est égal à 𝐼𝑛 que si 𝑥(𝑏 −𝑎) = 1
𝑎𝑥+(𝑏 +(𝑛−1)𝑎)𝑦 = 0 .

Si 𝑎 ≠ 𝑏 et (𝑛−1)𝑎 ≠ −𝑏, (c’est-à-dire det(𝑀) ≠ 0), ce système a une solution unique

(𝑥,𝑦) = ⒧ 1
𝑏−𝑎 ,

−1
(𝑏 −𝑎)(𝑏 + (𝑛−1)𝑎)⒭ donc 𝑀−1 = 1

𝑏−𝑎 𝐼𝑛−
1

(𝑏 −𝑎)(𝑏 + (𝑛−1)𝑎)𝐾𝑛 .
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7 Pour 𝑛 ∈ℕ∗, 𝑛 ⩾ 2, et (𝑎,𝑏,𝑐) ∈ 𝕂2, (𝑎 ≠ 𝑐) on considère le déterminant de taille 𝑛 :∗

𝑄𝑛(𝑥) =
|

𝑏 +𝑥 𝑎+𝑥 ⋯ 𝑎+𝑥
𝑐+𝑥 𝑏+𝑥 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 𝑎+𝑥

𝑐+𝑥 ⋯ 𝑐+𝑥 𝑏+𝑥

|
.

a) En effectuant les transformations𝐶𝑚 ⟵𝐶𝑚−𝐶1, 2 ⩽𝑚⩽𝑛, montrer que𝑄𝑛 est un polynôme de𝕂1[𝑋].
b) En écrivant𝑄𝑛(𝑥) = 𝛼𝑛𝑥+𝛽𝑛, et en utilisant les valeurs de𝑄𝑛(−𝑎) et de𝑄𝑛(−𝑐), déterminer une expres-

sion de 𝛽𝑛 en fonction de 𝑛,𝑎,𝑏 et 𝑐 et en déduire une expression de𝑄𝑛(0).

Réponse :
a) Les coefficients de𝐶𝑚−𝐶1 sont constants.Onconclut par linéarité par rapport à la première colonne.

b) 𝑄𝑛(−𝑎) = (𝑏 −𝑎)𝑛 et𝑄𝑛(−𝑐) = (𝑏 −𝑐)𝑛 donc 𝛼𝑛 et 𝛽𝑛 vérifient le système −𝛼𝑛𝑎+𝛽𝑛 = (𝑏−𝑎)𝑛
−𝛼𝑛𝑐+𝛽𝑛 = (𝑏−𝑐)𝑛 .

On trouve 𝛼𝑛 =
(𝑏−𝑐)𝑛−(𝑏−𝑎)𝑛

𝑎−𝑐 et 𝛽𝑛 =
𝑎(𝑏 −𝑐)𝑛−𝑐(𝑏 −𝑎)𝑛

𝑎−𝑐

donc 𝑄𝑛(0) = 𝛽𝑛 =
𝑎(𝑏 −𝑐)𝑛−𝑐(𝑏 −𝑎)𝑛

𝑎−𝑐 .

8 Déterminants de Vandermonde∗
On considère 𝑛 nombres complexes 𝑎1,𝑎2,…,𝑎𝑛 (𝑛 ∈ℕ, 𝑛 ⩾ 2), et pour 𝑝 ∈ {2,…𝑛}, on pose :

𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑝) =

|

1 1 ⋯ 1 1
𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑝−1 𝑎𝑝
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑝−1 𝑎2𝑝
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑝−11 𝑎𝑝−12 ⋯ 𝑎𝑝−1𝑝−1 𝑎𝑝−1𝑝

|

et 𝑃𝑝−1(𝑋) =

|

1 1 ⋯ 1 1
𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑝−1 𝑋
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑝−1 𝑋2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑝−11 𝑎𝑝−12 ⋯ 𝑎𝑝−1𝑝−1 𝑋𝑝−1

|

.

On pose par ailleurs 𝑉 (𝑎1) = 1, et 𝑃1(𝑋) = 𝑋 −𝑎1.
a) S’il existe un couple d’entiers (𝑖, 𝑗) tels que 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑝 et 𝑎𝑖 = 𝑎𝑗 , montrer que 𝑉 (𝑎1,⋯,𝑎𝑝) = 0.

Si les 𝑎𝑖 sont distincts, montrer que 𝑃𝑝−1(𝑋) est un polynôme de ℝ𝑝−1[𝑋], de racines 𝑎1,𝑎2,…,𝑎𝑝−1 et de
coefficient dominant 𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑝−1).
En déduire que dans tous les cas 𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑝) = (𝑎𝑝 −𝑎1)(𝑎𝑝 −𝑎2)…(𝑎𝑝 −𝑎𝑝−1)𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑝−1).

b) Montrer que 𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑛) = 
1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

(𝑎𝑗 −𝑎𝑖).
c) Calculer les déterminants ((𝑎,𝑏,𝑐) ∈ ℝ3) :

|

1 cos𝑎 cos(2𝑎)
1 cos𝑏 cos(2𝑏)
1 cos𝑐 cos(2𝑐)

|

|

𝑎−1 𝑎 𝑎3
𝑏−1 𝑏 𝑏3
𝑐−1 𝑐 𝑐3

|
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Réponse :
a) Supposons qu’il existe un couple d’entiers (𝑖, 𝑗) tels que 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑝 et 𝑎𝑖 = 𝑎𝑗 , alors les 𝑖ème et 𝑗ème

colonnes sont égales, donc 𝑉 (𝑎1,⋯,𝑎𝑝) = 0.
Si les𝑎𝑖 sontdistincts, alors (𝑎1,𝑎2,…,𝑎𝑝−1) sont𝑝−1 racinesdistinctes dupolynôme𝑃𝑝−1 ∈ ℝ𝑝−1[𝑋].
Par développement par rapport à la dernière colonne, on constate que le termedominant de𝑃𝑝−1(𝑋)
est 𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑝−1).
Un théorème sur les polynômes (unicité si le polynôme est scindé à racines simples et à coefficient

dominant donné) permet de montrer que 𝑃𝑝−1(𝑋) = 𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑝−1)
𝑝−1

𝑘=1

(𝑋 −𝑎𝑘).

Si les (𝑎𝑘) sontdistincts, l’égalité 𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑝) = (𝑎𝑝 −𝑎1)(𝑎𝑝 −𝑎2)…(𝑎𝑝 −𝑎𝑝−1)𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑝−1)
est obtenue en prenant 𝑋 = 𝑎𝑝.
Dans les cas contraire, 𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑝) = 0 et l’un des facteurs (𝑎𝑝 −𝑎1)(𝑎𝑝 −𝑎2)…(𝑎𝑝 −𝑎𝑝−1) ou
𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑝−1) est nul, donc la formule reste vraie.

b) On peut alors montrer par récurrence sur 𝑛 ∈ℕ queℋ𝑛 : 𝑉 (𝑎1,𝑎2,⋯,𝑎𝑛) = 
1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

(𝑎𝑗 −𝑎𝑖).

ℋ2 :𝑉 (𝑎1,𝑎2) = 𝑎2−𝑎1 est facile àmontrer (on peut également convenir que𝑉 (𝑎1) = 1 =
∅
(𝑎𝑗−𝑎𝑖)).

Le passage de ℋ𝑛 à ℋ𝑛+1 (hérédité) est une conséquence de la propriété vérifiée dans la question
précédente.

c) On vérifie que cos(2𝑥) = 5 = 2cos2𝑥−1. Par des opérations de pivot de Gauss sur les colonnes (𝐶3 ←
𝐶3+𝐶1, puis mise en facteur de 2 sur 𝐶3) on obtient
|

1 cos𝑎 cos2𝑎
1 cos𝑏 cos2𝑏
1 cos𝑐 cos2𝑐

|
= 2

|

1 cos𝑎 cos2𝑎
1 cos𝑏 cos2𝑏
1 cos𝑐 cos2 𝑐

|
= 𝑉 (cos𝑎,cos𝑏,cos𝑐)

= (cos𝑐−cos𝑏)(cos𝑐− cos𝑎)(cos𝑏−cos𝑎).
Par mise en facteur de 1

𝑎 ,
1
𝑏 et 1𝑐 respectivement dans la première, deuxième, troisième ligne :

|

𝑎−1 𝑎 𝑎3
𝑏−1 𝑏 𝑏3
𝑐−1 𝑐 𝑐3

|
= 1
𝑎𝑏𝑐

|

1 𝑎2 𝑎4
1 𝑏2 𝑏4
1 𝑐2 𝑐4

|
= 𝑉 (𝑎2,𝑏2,𝑐2) = (𝑐2−𝑎2)(𝑐2−𝑏2)(𝑏2−𝑎2)

= (𝑐−𝑎)(𝑐−𝑏)(𝑏 −𝑎)(𝑐+𝑎)(𝑐+𝑏)(𝑏 +𝑎).
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