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PT CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE NUMERO 4

18/01/2025

Ce devoir se compose de trois parties indépendantes — Calculatrices interdites

Partie A

T 7T

22l
Dans le plan affine euclidien usuel, muni d'un repére (O;1,j), on considére

Soit a et b deux réels strictement positifs, et 8 un réel de

* la droite A d’équation x = a;
* la droite 9y d’équation y = x tan@

* le point P al'intersection de A et de %y ;

Dy.

Les courbes %, et 6, sont décrites par M, et M, respectivement.
2.0

1.5 1

1.0

0.5 1

* les points M, et M, situés sur 9, tels que M, P = M,P = b, respectivement a gauche et a droite de

—0.5 1

Déterminer les coordonnées des points P, M, et M, en fonction de a, b, 0.

Le point P a pour abscisse xp = a et pour ordonnée y, = atan6.

Le vecteur PM, a pour norme b, et pour composantes (bcos6,bsinf) et PM, = —-PM,, donc
’P:(a,atan@) , | M, :(a—bcosf,atanf — bsinf) ‘et ’Mz:(a+bc039,atan9+bsin6) A

Xx =a+ bcos(0)

Montrer que la courbe €, paramétrée par {y _ atan(6) + bsin(6)’

df (62.

m 37
€ ]_E' > [, est la réunion de €, et

En appelant M(60) le point de coordonnées (a+ bcosf,atan6 + bsinf), on remarque que M(6) =
M,(0) et M(6 + ) = (a—bcosO,atanf — bsinf) = M,(6). Lorsque 6 décrit ]—g,g[, M(0) décrit 6,;

lorsque 6 décrit

3
f,—”[,M(e) décrit €, |
2 2

Montrer qu'une équation cartésienne de € est (x — a)? (x2 + yz) = b%x2.

Avec (x =a+ bcosf,y = atanf + bsin@), on obtient

)
sin“ 0
x?+y?=a*+2abcosh + b*cos’0 +a*tan’0 +2a b +b*sin?0
2
2 2 ab 2 2 ) a ab 2 ( a
=a“(l1+tan“0)+2—— + b~ (cos“0 +sin“0) = + =
( ) cosf ( ) cos?f  cosO cosf

2
+ b) ,et (x —a)? = b*cos? 0,

donc (x—a)*(x* +y*) = b*(a+bcos0)* = b*x?; | une équation cartésienne de € est (x — a)* (x> + y*) = b*x*|.
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o 0 2 1
Posons pour plus de commodité a = -, alors ¢ = tana, donc 1+ ¢ = ——, et alors cosa = ,
2 0s“ V1+12
. . . 2 2 1-— t2
etsina = tanacosa = ; ainsi cosf = cos(2a) = 2cos*a—1 = —— — L, donc |cosO@=——1F
. . . . 2t
sinf =sin(2a) =2sinacosa donc |sinf = —— |.
1+1¢2
1-12
xX=a+b 5
Montrer qu'un autre paramétrage de € est L, ( 1a+ 4 b ) ,LER
....................................... .y.._.....l..t?...lsnﬁ
3 sin6 2t
En utilisant les résultats de la question précédente, tan6 = 012
0s -
1-1¢2 b
Ontrouvealors |x=a+b et y=2t( +—).
1+ 12 1-£2 1412
On consideére le paramétrage défini dans la question précédente. Etudier et tracer la courbe € lorsque a = b =
(Qn étudiera. en. particulier. les branches infinies .obtenues. ent=letl= Ee o)
1-¢2 2
Avec a = b = 1, on obtient le paramétrage : x(t) =1+ —— = ——, et
P ge: x(1) 1+12 1+¢2
(=2t | =
MO=s e ") T 1o 2
X est pair et y impair; on retrouve que la courbe est symétrique par rapporta O,
et que I'intervalle d’étude est R, .
Par dérivation, ]
2(-21) —4t 1+3¢*
x'(t)= = ety (t)= ——=Q-t*—t(-4t3)) =4—.
(0= G2y = a0V = gyt (A7) =47y
t 0 1 +00
()2 - - P .
o . : 05 1o 15 2o
On en déduit le tableau de variations :| y'(¢) || 0 + || +
x(t) |2 N\ 1 N
y(@) |0 / +oo|[-c0 / 0 -1

On reconnait une asymptote verticale x = 1 quand ¢ — 1.
Quand ¢ — +o0, on a affaire a un point asymptote O ; comme
y(©) A 1+ 2t
x(t) 1-t* 2 1-¢2
En tenant compte de la symétrie par rapporta O,,,

— 0, la tangente a en ce point O est horizontale.

‘ M (00) = O est un point de rebroussement de premiere espece ‘

Partie B

On se place dans le plan affine euc11d1en usuel, muni d’'un repere (0;1,7).
Pour ¢ € R, on considere les vecteurs U =costi+sint] et V = —sinti+costj.

x=f(t)cost
y=f(t)sint

paramétrage : t € I — OM(t) = f(t)U,, Cest-a-dire {

Soit f une fonction de classe 62 et positive sur un intervalle I < R; on considére la courbe définie par le

— - . — 2
Montrer que M'(t) = f'(£)U, + f(£)V,, et calculer ”M’(t)” .
A quelle condition portant sur f(ty) et f'(ty), le point M (ty) est-il singulier?

Que vaut % en fonction de f(t) et f'(£)?
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du, R . — > - s P .
d_—t —sinti+costj=V,;laformule | M'(t) = f'(t)U, + f(t)V, |s'en déduit par dérivation d'un produit.

On peut remarquer que (f]t, f/t) est une base orthonormée;
Fvii 2 AY 2
M| = @2+ el
Le point M (¢,) est singulier si, et seulement si W(to) =0, donc si ‘ flt)=f'(t,) =0}

Enfin % = \/(f’(t)’)2+(f(t))2 .

f]t H = ”‘Z ” =1let l?t-V, =0, et par conséquent

’ On se place maintenant dans le cas o1 f(¢) = 1 + cost, et on appelle £ la courbe obtenue.

Quelle(s) symétrie(s) peut-on constater sur 2 ? Sur quel intervalle peut-on étudier 2 ?

x et y sont 2z -périodiques, donc la courbe peut étre étudiée pour ¢ € [-m, 7].
x(—t) = f(—t)cos—t = x(t), et y(—t) = f(—t)sin(—t) = f(¢)sint = —y(¢t), donc la courbe 2 est symé-
trique par rapport a 'axe O, et elle peut étre étudiée pour .

En utilisant le résultat de la question montrer que la courbe admet un point singulier.

D’apres la question , M (t,) est singulier si, et seulement si, f(¢,) = f'(t,) = 0, en'occurrence 1+ cos t, =
sint, = 0, c’est-a-dire f, = 7.

h2 2 h2 h4
Posons t = w — h, alors x(¢) = (1+cost)cost = —(1 —cosh)cosh = - (1 Y + o(h3)) =—-—+—+

h? nd
o(h®),ety(t)=(1+cost)cost=—(1—cosh)sinh = - (h+o(h?)= -5+ o(h®), et alors

. R (1) R
OM (1) =~ ((1)) - ((1’) +8(h).

Il en résulte que ’ M (m) est un point de rebroussement de premiére espéce, a tangente horizontale ‘

— t ds
Montrer que, pour t € [—m, 7], M’(l‘)” =2cos > et en déduire la valeur de @

ARG i cos
M'(t)| =(1+cost)®+sin’t=1+2cost+1=2+2cost =4cos’>—;or > 0 pour ¢t €] — 7, 7[, donc
2 2
_— ds t
o] - 22 —2cos’ |

Déterminer la longueur totale de la courbe 2.

- . _ta
En appellant (T,N) la base de Frenet, montrer que T = —sin EUt + Cos

T

t 1"
La longueur totale de le courbe 2 est ¢ = 2cos Edt = [4 sin 5] 4(1-(-1)) donc .
-7

-7

S S — S - t [ t -

M(t) = (1 + cos(t))U; donc M'(t) = —sintU, + (1 + cos(t))V, = —ZSiHECOSEUt + 2C082§Vt =
t(. t- t > .t t .t . L.

Zcos—(sm—UtnLcos—Vt), donc T = -—sin-U, + cos=V, = (—sm—cost—smtcos— I+
2 2 2 2 2 2 2

t .t R . 3t R 3t+m, . 3t+m,
CcoS —cost —sin—sint|j=—sin—1+cos—j = cos i1+ sin j et finalement
2 2 2 2 2
O o O , 3t+m
T=U ste | On en déduit d'une part que |N = V3t;—n et d’autre part que =
Déterminer le rayon de courbure R en tout point régulier.
- ds . dsdtr 4 t
En utilisant la formule R = —, on obtient |R = —— = —-cos—|.
da dt da 3 2

Déterminer les coordonnées du centre de courbure I(t) a £ au point M(t).
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On sait que OI =OM +RN, cest-a-dire que les cordonnées de I(t) sont :

. 3t
( cost +cos’t ) 4 t|—sin—

2 1. :

, i + = cos— : mai

sint+sintcost| " 3°%3 31 ais
cos —-

1 1
cosasinb = E(Sin(a +b)—sin(a— b)) etcosacosb = E(COS (a—b)+cos(a+b)),donc
t .3t . . t 3t
2cos 3 sm? =sin(2t) +sint, et 2cos Ecos -5 = cos(2t) +cost.

2 2
Les coordonnées de M (t) sont (cos t+cos’t — 3 (cos(2t)+cost),sint +sintcost + 3 (sin(2t) +sin t)).

Déterminer un paramétrage de l'enveloppe de la famille de droites D, : (M(t); ‘7&%)

A =M +AV,,,, + )L’f/%, donc det (A’, Vst#) = det (M’M,, , VM) + /ldet(V’m,, , Vst$) qui vaut 0. Mais
2 2 2

2

t t
(V'm,, ,Vsten ) =—1letdonc A =det (M’M,, , Vstin ) 2cos — det (Uam , Vsm) =2cos— =R.
=2 2 2 2 2 2 2

2

On calcule ainsi I'enveloppe des normales de 2, cest-a-dire ‘ la développée de 2 ‘ La fin du calcul est
identique a celui de la question précédente.

1.0

Partie C
On considere la suite de complexes (z,,),, définie par la donnée de z, € C*, Ré(z,) > 0, et la relation de
. _ Zp |2l
TECUITENCE Zpyy = —

Montrer que la suite des modules (|2,,|) ,en est décroissante et minorée. Cette suite converge-t-elle ?

1 1
En utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient |z,,,| = > |z, + |2, < 3 (12, +12,1) = |12,], donc (|z,1) ,en

est décroissante; elle est de plus positive, donc minorée par 0.

Alors ‘ la suite (|z,|) converge ‘

On écrit z,, sous la forme trigonométrique z,, = r,e', o 1, € R% et 0 €] —m, 7).

0, ;o 0 0
Montrer que z,,,, = T, COS ?"e’T 5 en déduire que 0,,,, = ?n, et que T, = I, COS ?n
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i0
z,+|z,| r,en+r, r, 0. 6, .0, 0, ;o . . )
Zyy = ——— =L = 1lel2 (e’z +e ’2)=rncos—"e’2,rnalscos—">O,doncpar1dent1ﬁca-
2 2 2 2
tion d dules et d ts: = ~let |6 On
ion des modules et des arguments : | 7,y =7,C08 = |, et | 6,y = =% |
Déduire de la question précédente :
* une expression de 0, en fonction de 0y et de n ;
n 6
o e 0
* ['égalité 1, = 1 cosz—k.
.................... 3 P
S . 1 0o
* (0,) est une suite géométrique de raison —, donc |0, = — |;
" 2 "oon

A . 0 . r
* A partir de r,,; = 1, cOs ?", on obtient par récurrence ou par télescopage r, = 1, [ | cos6;, donc

k=1
. T o 2o
finalement : rnzrol_[cosz—k.
k=1
. 6o
Montrer la convergence de la série y_ Incos on
............................. =
0 u? u? 0 02
Lorsquentendvers+oo,—°—>O;maislncosu=ln(l——+o(u2)):——+0(u2),etlncos—° ~ =2,
n 2 2 2N n—+o0 4N

Mais la série géométrique ) — 4—2 converge, donc la série a termes négatifs

2

nz1

6o
Y Incos — converge |
2n

Soit a €

7
0, —
2

. En utilisant la relation cosa =

N 0
N eN*, Zlncosz—gzlnsin%—lnsin
........ PEL LB B

En passant au logarithme : Incos @ = Insin (2a) —Insin(a) —In2; avec a =

0
Incos 2—2 =In6,_; -Inf, —In2.

sin(2a)
2sin (a)
6y
2_N —Nln2

N
Par télescopage, Y _ In6,_, —Inf, =1n6, —In6y donc

n=1

N

n=1

0, 0,
> lncosz—g =Insiné6, —lnsinz—;\)’ ~NlIn2|

, montrer que pour

Déduire de la question précédente :

+oo )
% la somme de la série ) Incos =2 en fonction de 6 ;
n=1 2r

* La question précédente donne )_ Incos

et alors par passage a la limite :

* En passant le résultat précédent a lexponentielle, on trouve [] cos

limr, =1,

sinf,

0

N 6
0 _1
2n

n=1

sinf,

)
2N sin 5%

n=1

+00 00
Incos— =1In
2n

sinf,
Oo

N

.. b
mais sin — ~
2N

+00
)
n=1 2n

6o v b
N donc 2 51n2—N — 6,

Lemodule etl'argument de z,, ont une limite finie déterminée ci-dessus, donclim z,, = lim (rnew" ) =limr,e

limr, et alors

limz, =1,

sinf,
Oo

ilim(0,) —
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Pour tout n €N, on pose dy, = |z, — 2,41 |. Exprimer d,, en fonction de 1,, et 6,,, et montrer que la série Y_ d,
n=0
converge. (on ne demande _pas la valeur. de la somme).

z,+l|z,|  z,—lz,] 1 ; Ty i0n ( ;00  _i0n .. 0, o
Ty = Zpyy = 2y — 2 = T = (el ) = el (e’z -e ’2)=rnzsm—"e’2,d0ncdn:
0 2 2 2 2
r,sin =,
2
.6, 0, 6 . o Lo
Or0<r,<r,doncd, <sin— < = = , donc par comparaison avec une suite géométrique, la suite a
n n 2 2 on+l
termes positifs | ) d, converge |
2.04 2.0+
154 1.5
101 104
0.5 0.5 1
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