Maths — PT devoir surveillé numéro 2 Lycée Mandela 2024/2025

PT DEVOIR SURVEILLE NUMERO 2 05/10/2024

Ce devoir se compose de trois parties indépendantes — Calculatrices interdites
Soit n € N*, I, désigne la matrice identité d’'ordre n € N.

Partie A

’ On définit 'application ® sur R[X] en posant ®(P) = (1 - X?)P" +2XP'.

Montrer que ® définit un endomorphisme sur I'espace R[X] des polyndmes a coefficients réels.
Montrer que si P est pair (respectivement impair), alors ®(P) est pair (respectivement impair).

Montrer que deg(®(P)) < deg(P) et en déduire que, pour tout n € N, ® induit un endomorphisme noté @,
sur R, [X].
Ecrire la matrice M, € .#5(R) dans la base canonique de ®,: R,[X] — R,[X] .
P —  O(P)
Montrer que Ker (®,) = Vect (1, X3 -3 X).

4
Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que Q = )_ a; X k¥ appartienne a Im (®,) est
k=0

Ja,+a,—ay, =0
613 =0
Déterminer tous les polynémes P € R,[X] tels que ®(P) = X* - X? - X +2

Quel est le rang de la matrice M, —215?
Déterminer tous les polynomes tels que (1 — X?)P” +2XP' —2P =0.

Partie B

Soit n € N*, et E un espace vectoriel de dimension 7n sur R; un endomorphisme f € £ (E) est dit ternaire si
f3 = idy, et anti-ternaire si M> = —id ..
De méme, une matrice M € .#,,(R) est dite ternaire si M 3= I,,, et anti-ternairessi [ 3= —-1I,.

Si f est ternaire, alors montrer que f est inversible et préciser son inverse; mémes questions si f est anti-
ternaire.
Montrer que si f est anti-ternaire, alors f2 est ternaire.

Si f est anti-ternaire, et si n = dim E est pair, que peut-on dire de det f ? Et si n est impair?

Montrer que les matrices suivantes sont anti-ternaires :
1 ( 1 - \/E)
2= 5 \/5 1
1 0 0
On pose Q3 = (0 0 —1).
0 -1 O
Calculer QZ, et Q;.A;.Q;. En déduire que A; et A; ' sont semblables.
Montrer que dans R, —id ; est antiternaire. Montrer par ailleurs que si f2 — f + id = 0, alors f est anti-
ternaire.
Soit f un endomorphisme anti-ternaire d’'un espace E de dimension 3, tel que f # —idz et f>— f + id; £ 0;
soitx € E\ Ker (f?—f + id z) Ker (f + id ).
Montrer qu’il n'existe pas de réel A tel que f(x) = 1 x.
Montrer que (x, f (x), f%(x)) est une famille libre.
En déduire qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est As.
Retrouver le résultat de la question @
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Partie C
Soit a, b, ¢, d quatre réels. i est le nombre complexe tel que i = —1, et j = %" une racine cubique de I'unité.
a b ¢ d
a b c d a b c
On considére les matrices My =|c¢ a b|etM,= .
c d a b
b ¢ a
b ¢ d a

Si (A4, ...,A,) € C", on appelle diag (1,,...,1,) la matrice diagonale de coefficients diagonaux A,, ..., A,,.

Effectuer dans det(M;) la transformation C; — C, + C, + C;, et montrer que
dettM)=(a+b+c)(a®>+b*>+c>—ab—ac—bc).
On considére M; comme une matrice de .#;(C); soit les vecteurs de C:u=Q0,1,1),v = (l,j,jz) et

.2 .
w = (L,j%,j)-
U, V,W sont les vecteurs-colonnes associés respectivement a u, v, w; ainsiU = u',V=v"etW =w'.

a) Vérifierquej3=1,j2=j'etquel+j+j%=0.
b) Montrer que w = v. Calculer det(u, v, w), et en déduire que (u, v, w) est une base de C3.

¢) Déterminer des complexes «, 8,7 tels que M3.U = a U, M.V = BV et M. W =y W (on exprimera a, B,y
en fonction de a, b, c,j et j?).

d) Déduire de la question précédente une matrice P, telle que P; '.M;.P; = diag(a, §,7).
En déduire que det(M;) = a By, et retrouver la factorisation de la question .

Par des opérations de pivot de Gauss sur les colonnes de M,, montrer que

a-c b-d

dettM) =(a+b+c+d)(a+c—-b-d) d—a a-b

et en déduire une factorisation de det(M,).

1 g
1 in
On considére la matrice S = 5 (,j ji? o1 ) ouj= es.
.2 g
L
C,, G,, C; sont les colonnes de S.

a) Montrer que S est de rang 1, et que C; est un vecteur directeur de Im (S). Que vaut S.C;?
b) Montrer que Ker (S) = Vect (C;, G,), puis que Ker (S) a pour équation cartésienne x +jy +j*z = 0.

¢) Montrer que Im (S) < Ker (S). Que vaut S22 Préciser S" pour n = 2.

1

ik

Pour k € [[0,4]], on pose U, = (—D* ; Uy est le vecteur de ct représenté par le vecteur-colonne U, et
-

P, estla matrice dont les colonnes sont U,, U,, Us, U,.

a) Montrer que (1, Uy, Us, I4;) st une base de C*, puis que P,.P, = 41,.
Quel est'inverse de P, ?
b) Déterminer en fonction de a, b, ¢, d et i les complexes 1,, A,, A3, A, tels que M,.U;. = A, U,..

Endéduireque P;'.M,.P, = diag (11,15, A5, 14).

c) Exprimer det(M,) en fonction des complexes A, puis retrouver le résultat de la question .
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