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PT CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE NUMERO 1 07/09/2024

Partie A

arctan est (définie et) dérivable sur R, et | Vx € R,arctan’(x) =

+x2 |
a) f(x) estdéfinie sur x € R*, donc |2y =R" | f est également dérivable par opérations sur R*.

1 1
Vx € R*,—x € R* et, comme arctan est impaire, f(—x) = arctan(—x) + arctan — = —arctanx — arctan — =
—-X X
—f(x), donc | f estimpaire |.
1 1 1
b) VxeR*, f'(x)= - = = - -0

1+x2 x2 1+x—12 1+x2 1+x2
D’apres le théoreme des accroissements finis, f est constante sur fout intervalle oi1 elle est dérivable, en
particulier sur ]0, +oo[ (mais pas sur R*, qui n'est pas un intervalle).

. T, . . 1 =z
Comme lim f(x)= —,ilenrésulte que |VxeR},arctanx +arctan— = — |
X—+00 2 X 2

. .. 1 T
Par imparité, | Vx € R*, arctan x + arctan — = _E .
X

a) h est définie et dérivable par opérations sur |9, =R\ {-1} =] —oo,—1[U] — 1, +o0] ‘

u est définie sur toute partie de 2, ot1 h(x) = 0, c’est-a-dire sur |2, =] —1,1] |, car h(x) ale signe de 1 — x?;
u est dérivable sur toute partie de 2, ot h(x) > 0, c'est-a-dire sur |2, =] —1,1[|.
Comme u, |g estdéfinie sur @g =] -1,1], et dérivable sur @é =]1-1,1[|
2—-(1+x 2 -
b) Vx €] —o00,-1[U] -1, +oo[, h(x) = ( ) = —1ldonc |h'(x)= —— |
1+x 1+x (1+x)?
-2 1 /1+x -1 vV1i+x
Vh donc i = —' Vx €] - 1,1 v (x) = =1/ = donc
2\/_ Q+x)322y1-x I+X (1+x)1-x
'(x) Enfin g’ = — -1 ltu? =1+ 2 2 iy =
u'(x) = ———————| Enfin g’ = ——; mais, pour x €] - , ulx)” = — = ; =
(1+x)v1-x2 § 1+ u? P 1+x 1+x &
-1 L+x ) -1
onc |g'(x)= ———|
1+x)V1-x2 2 2v/1—x2
1 1
¢) Ladérivée de x — —arccosx sur]—1,1[ est x — ———, donc en posant § (x) = g(x) — 3 arccosx,6'(x) =0
1—x?
1
sur]—1,1[;parailleurs6(0):arctan(l)—Eg=0;6estnullesur]—l,1[. Vxel-1,1,gx) = —arccosx.

-x _1-cos(2r) 2sin’t ) 1-x
Six =cos (2t), =tan” t, donc —— = |tant]| |
1+x 1+cos(2t) " 2cos?t 1+x

1-x
donc tant = 0, et alors arctan Torx = arctantant = ¢ et finalement
X

) 1
Pulsque t = Earccosx, (S

1-x 1
=t = —arccosx |. On retrouve le résultat de la question c).

X) = arctan
g(x) 1+x 2

T s@
Puisque arctanf € |— 35 , ¢(0) = cosarctanf = 0. De plus, EG; =tanarctanf =6, et
1
c(0)?+s(0)? = cos® arctan 0 +sin®arctan = 1. Alors c(0)*>+s(0)%? = 1+6%)c(0)?> = 1,donc | c(0) = \/: .
1+06?
1-x 1 1-x 2
D’apres la question E, en prenant § = |/ ——, —arccosx = arctanf; or 1 +6? =1+ —— = —— donc
1+x’ 2 1+x 1+x
1 1+x
d’aprés: cos(g arccosx) =cO) = |
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Partie B

On sait que cos (a + b) =cosacosb —sinasinb et cos (a — b) = cosacos b + sinasin b, donc
cos(a+b)+cos(a—b) =2cosacosbh.
En prenant a = nx et b = x, on trouve ‘ cos((n+1)x)+cos((n—1)x) =2cosxcos(nx) ‘

cos (2x) = cos® x—sin? x = cos® x— (1 —cos?® x) = 2 cos® x— 1, et en utilisant le résultat de , cos (3x)—cosx =
2cosxcos(2x) = 4cos® x —2cosx, et on en déduit |cos(3x) =4cos®x —3cosx ‘

X, est vraie avec T, = 1 car cos (0x) = 1, et %, est vraie avec T; = X car cos(1.x) = cosx.
Supposons Z,,_; et #,, vraies, alors pour tout réel x :
cos((n+1)x) = 2cosxcos(nx) —cos((n—1)x) = 2cosxT,(cosx) — T,_,(cosx), donc en posant T,,; =
2X T,, — T,,_; qui est un polyndme, on trouve bien %,,. , : cos ((n + 1)x) = T,,,; (cos x).
Le principe de récurrence double permet de conclure.

B4 || T, =1et T, = X |sont clairs.

De:cos(Zx)=2c052x—1etcos(3x)=4cossx—3cosx,ontire ‘T2=2X2—1‘et ‘T3:4X3—3X.

Enfin T, = 2X T, - T, = 8X* ~6X? ~2X*+ 1 donc |7, =8X*-8X?+1|

Supposons que pour n fixé, il existe deux polynomes 7, et U, de R,[X] tels que Vx € R,cos(nx) =
T,(cosx) = U,(cosx); alors Vy € [-1,1],T,,(y) — U,(y) = 0, donc le polyndme U,, — Y,, admet une infinité
de racines. Il est forcément nul, d'ou !’ | unicité du polynome 7,

T, = 1 est pair, et de degré 0 et T; = X est impair, et de degré 1.

Supposons alors que 7, estde degré net T,,_; dedegré n—1;2X T, estdedegré n+1,donc 7,,,, =2X T,,-T,,_;
estde degré n + 1.

Supposons que T,(-X) = (-1)"T,(X) et T,;(-X) = (-1D)"'T,_,(X); alors T,.;(-X) = —2X T,,(-X) —
T,(-X) = (-1)"! (2X T,(X) - T,(X)) = (=1)"*' T,,,,(X), donc T,,, ala parité de n + 1.

Finalement, par récurrence double,

T, est de degré n et a la méme parité que n.

a) ,-T,=4X>-3X-2X?+1=4X°-2X?-3X+1=@4X*+2X - (X - 1).
Or le discriminant de I’équation 4X2+2X-1=0estA=4—(-1)x4x4=4x5>0,donc I'équation du

—1-+/5 —1+/5
4 4

second degré a deux racines X; = etX, =
-1-+/5 -1++/5
Les racines réelles de T; — T, sont dans 'ordre croissant: ||X; = 1 \/—,X2 = 1 Xy = 1).
b) cos(3t) = cos (2t) équivaut a
3t =2t+2kn t =2kn t =2knm
ou k € Z, soit ou ,cCest-a-dire ou |
7

3t =-2t+2kn 5t =2kn t =2k§

. . , 2kn
Finalement, les solutions réelles de cos (3t) = cos (2¢) sontles |t = = kezZ|

¢) Enposant u = cost, cos (3t) —cos (2t) = T;(u) — T, (u), donc d’apres la question précédente b), les racines

2km
de T; — T, sont les cos —, k € Z.

Comme cos (—u) = cos (1) que cos est 2 -périodique, on obtient trois racines distintes, par ordre croissant :

4 21
cos —,cos —, 1.
5 5
27 -1++/5
Par comparaison avec le résultat de la question a), cos == X, = T\/_ .

Partie C

n
k

k=0

Soit (4, B) € .4, (R)? telles que A.B = B.A, alors pour tout n €N: | (A+B)" = Y ( )A".B”k .

a) ps(e) = e3=e,3),Ps5(€) = e, = ey, Ps(e3) = €5 = e,3), Ps(ey) = e = €4, Ps(e5) = €, = €17y, donc
(ps(ej) =eu+ppourl<j<s|
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b)

c)

@]

b)

[ca] @

b)

c)

@]

b)

D’apres la question précédente, pour tout k € N et tout j € [1,5]], (p;‘(ej) = a2k

En particulier, 5 (e;) = e,.19 = ¢; donc ¢f = id et ; cest-a-dire que J;.J;' = I;, donc ;' = ;.

Alors @3 (e;) = e,;_s, ce qui permet d’écrire la matrice de J;' = J; ' et de vérifier que .

Gs=J+Js" = +Jit = k(s +J2); or I et J; commutent, donc G2 = J2 (I + JH°® = (I; + H°.
La formule du bindbme de Newton donne alors :
G = I +5J + 108 + 102 + 51 + J2° = I, + 5,7 + 10J2 + 10J2 + 5J5 + I; = 2I, + 5G5 + 1002 + J2').

2 5 10 10 5
5 2 5 10 10
Finalement: |GS=[10 5 2 5 10|.
10 10 5 2 5
5 10 10 5 2

Montrons par récurrence sur 7 € N* la propriété Q, : K3' = 3""'K;. Comme K;' = K; et que 3'7'K; = K;, Q; est vérifiée.
Supposons Q,, vraie; alors K;'*! = KJ'.K; = 3" ' K,.K; = 3"71.3K; = 3"*'7!K;, donc Q,,,, est vérifiée. Ceci établit Q,, par
récurrence.

2" — (="
Montrons par récurrence sur n € N la propriété M,, : U)" = (-1)"I; + %K@
0 o , 20— (=1° _
Comme U;’ = I; etque (—1)"I; + ———K; = I, M, est vraie.
2n_(_1)n zn_(_l)n

Supposons M,, vraie, alors U"™" = U,.U" = (K; - I) ((—1)"[3 + K| = -1)"K; + KZ - (-1)"I -
2"~ (-1)"
3

M, ’ M,, est vraie pour tout n € N par récurrence ‘

3 3
K= (D" + % BR"- (D" +3(=D" - (2" - (-1)") K, = ()" I, + % (2.2" + (-1)") K, ce qui établit

fele) = e+ 65, fsles) = ey + e, foles) = e + e, fo(er) = e, + e, fo(ey) = e, + e, et f(eg) = e, + e,.
Donc ‘ la matrice de f; dans la base (e;, e;, €5, €5, €,, €5) est Uy ‘

On reconnait en P; la matrice du changement de base de la base canonique verslabase (e, e;, e, €,, €4, €). Alors, d’apres

Uy = P;1.Gg. B, |.

la formule de changement de base :

. Ui
Mais alors Gs = P;.Us.P; !, donc G¢ = B,.US.P; ' or U = ((03) ;]2;)
3
561 22 21 21
Par ailleurs, d’apres| 3 b), US = I, + g Ke=h+21K=(21 22 21|,
21 21 22

En appelant ¥ 'endomorphisme associé & U$ dans la base (e, e;, €5, €5, €, &), on écrit yg(e;) = 22¢; + 21e; + 216,
We(ey) =22e, +21e, +21e, Weley) = 21e, +22e; + 2265, Ys(e,) = 21e, +22¢, + 21 e, Yyles) = 21e; +21e5 + 22¢; et enfin

22 0 21 0 21 O
0 22 0 21 0 21
21 22 21
We(eg) = 21e, +21e, + 22¢,; ainsi, la matrice de w4 dans la base canonique est | G¢ = 0 201 0 202 0 201
21 0 21 0 22 O
0 21 0 21 0 22

S; contient les arétes A, A;, A3 A, A3As, AsAs, As Ay, Ay A, AJA, et A A,, donc la matrice d’adjacence de S; est | My = G; |.

De maniére analogue .

Comme le coefficient d’ordre (2,3) de M est 5,ilya ‘ 5 chemins reliant A, et A; en cinq étapes ‘dans le graphe S;.

Comme le coefficient d’ordre (2,3) de M{ est 0,ily a ‘ 0 chemin reliant A, et A; en cinq étapes ‘ dans le graphe S;. On
pouvait s’en douter, puisque le graphe S; admet deux composantes connexes, donc A, ne peut pas étre relié a A,.
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