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PT CORRIGE DU CONCOURS BLANC MATHS C 12/03/2025

Calculatrices interdites
Le probleme se compose de trois parties indépendantes.

Partie A
: - 1 (-D"
Justifier la convergence des séries Y | — et Y .
nzl1 n? nz1 n?
+00 1 +00 (_ )n 7-[2
On pose A = — etB= , et on admet que A = —.
np n2=:1 — ngl — n admet qu 5

1
Montrer que A+ B = EA’ et en déduire la valeur de B.

1 -1)"
> —, estune série de Riemann convergente (a =2 > 1), et > ( > — converge en vertu du critere spécial
n=11 n=1
des séries alternées (on peut aussi remarquer qu’elle est absolument convergente).
0] e (-1)" e 14 (-1)" o 141 11 212 1
Aavp=y Ly DT _IrCDT o Il ol 2 s
n=11 n=1 N n=1 n n=2p,p=1 (ZP) n=2q,q=0 (26/ + 1) 4 n=1P
A 1 -A -
A+B=—|doncB=|--1|A=—; |B=——|
2 2 2 12
xn
Quel est le rayon de convergence de la série entiére -7
LI
x" ..................................... nAL.“..x'". ...................................................
). —; ale méme rayon de convergence que ) n*— =) x", c'est-a-dire [R=1]
n=1 1 nz1 n nz1
to0 47
On pose sous réserve de convergence f(x) = Zl Pl
n=

Quel est l'ensemble de définition Dy de f 2

d’apres| 1 |et .

D’apres le cours, ‘ f est continue sur son domaine de définition [-1,1] ‘

E Justifier que f est dérivable sur 1 —1,1[, et exprimer f'(x) comme une somme de série, puis a l'aide de fonctions
élémentaires pour x €] = 1,11[.

*—In(1-1t
En déduire que, pour tout x € Dy, f(x) =f #dt.
..................................... Becoeoeedioeetieeeessoessosossaosossososssssossssossssossssssssssssscoscs
D’apres le cours, f est dérivable sur son intervalle ouvert de convergence | — 1, 1], et pour tout x €] — 1,1],
too gyttt too xl —In(1-x)
)= ——=2 spour x €] - 1, 1[~{0}, | f'(x) = ——|
n=1 n n=1 N

I-In(1-¢ I -In(1-¢
@ Justifier la convergence des intégrales I, = f %dt et I, = f %dt et préciser leur valeur.
0 -1

est prolongeable par continuité en 0, et ce prolongement est continu sur [—1, 1[. De plus,

1
h est positive sur [-1,1[, et h(t) ot —In(1-1¢); commef In(1-¢)d¢ converge, ‘ I, et I, convergent ‘
- 0

* —In(1-t¢
De plus, pour tout x €] -1, 1], f %dt = f(x)—-f(0) = f(x) enintégrant la relation obtenue dans la
0

question@; comme les deux fonctions égalisées sont continues sur [—1, 1], cette relation peut étre étendue

au segment [—1,1], donc | = f(1) = %2 ,etl, = fl wdt—f_l wdt =f()-f(-1) =
0 0

7® w® 3n? 2

— +—=—ctfinalement |, =—|
6 12 12 4
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Partie B

+00 dt

Montrer la convergence de l'intégrale I = f
0

t—

T est continue (et positive) sur R; de plus To 73 1t 7

de Riemann (avec @ = 4 > 1). En appliquant le théoréme de comparaison par équivalent, on trouve que

I converge |

1 too ¢ oo 12du
Montrer, a l'aide du changement de variable u = —, que f — = f .
3 0 o, 1+ut

+00
or f —- converge comme intégrale
1 4

t—u= % est décroissante et €' de R dans lui-méme; de plus, df = —

+oo 0yt —du +oo 12d
doncI = f = f —— ——donc |I= f .
1+14 Jio 1+ ut 2 1+u4
] . 1
Etudier sur R la fonction ¢ 1t — t — e

N 1
A l'aide du cbangement de variable u = t — 2 montrer que f
0

+oo (1 4+ £2)dt +o dy , )
- = ———; déterminer la
1+t o UPH+2

1
@ est dérivable sur R, etpourt >0:¢'(¢) =1+ ) > 0, donc ¢ est strictement croissante de R} dans R, car
—oo = lim ¢(t) et +oco = lim ¢(1).
t—0, t—+oo

2

1 1
Le changement de variable u =t — 7 est donc croissante et €' de R} dansR; du = 2 dz, et
1)2 1 1 t*+1 du 2 ?+1 2+1
2+u2=2+(t——) =2+12-2+—=t>+—=—donc = dr = dt, ainsi
t 12 t? 12 ur+2 t*+1 12 tr+1

f+°° (1+t2)dt_f+°° du
0 1+t4 Jooo u2+2]

+00 d[

E En déduire la valeur de f
0

Commencgons par calculer [ 212 , en posant par exemple u = v\/_ doncdu = \/_ dv:

j‘+w du _f+oo \/Edl} B

+to  dp +to  duy b4
= =— ———,donc f ——— = — . Par ailleurs, d’apres la question | 2 |:
—00 u2+2 —00 2U2+2 \/Ef;oo V2+1 —00 u2+2 \/E p q

2l =1 +f+oo u*du f+°° (+ udu ui vaut —— d’apres la uestion Ainsi f+oo . ;
] ] (+ud)du V s i _—
o l+ut 0 1+ ut d \/E ’ ) i 2\/5

N 1
E A l'aide d'un changement de variable u = > montrer que

1 dt +00 12duy o 1 (1+t )de 1 free (1+t2)dt +oo ¢
f =[ —eten déduire que‘f f —f .
0. .1+ 14 R B 7 0...1.+.t.4 ..... 2 2Jo.. ... T O T T SRR

En appliquant le changement de variable u = ; comme dans la question | 2 |, on obtient :

fl de fl —u?du f+°°udu 1
= = ; on rappelle que
0 1+1* Jico 1+ut 1 1+ut PP 4

to (14¢2)dr (L (1+12)dr  pro (1+12)dr M (1+1?)dr
) -, el Sevre

, donc
1+t 1+t* 1+t 1+ 14
fl (1+3)de 1f+°°(1+t2)dt B 1f+°° dt .\ 1f+°° t2dt _f+°° dr
o 1+t 2Jo 1+64  2Jo 1+t 2Jo 1+t Jo 1+1%

‘ Pour neNett € [0,1], on pose f,(t) = (=1)"¢*".

—1)"
@ Justifier par un résultat de cours (a énoncer) la convergence de la série ) i _31.
n=0 *1
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Le théoreme des séries alternées stipule que si (u,,) est une suite décroissante de limite nulle (donc a termes
positifs), alors la série Y (—1)"u,, converge.

1 -1)"
Il sapplique clairement a u,, = il La série | ) (=1)
n

converge |
+1 nso4n+1

1
Calculer u,, =f fn(2)dt en fonction de n.
0

1
PourneN,u, = f (=) *det = (-1)"
0

_ =D

T4n+1]

in+1

[ hae

n 4n+4

Montrer que, pour n e N*, Y. fi(t) = —— - (-1)""' ——

........................ k

n
Soit g e R~{1} et n € N, alors Y g* =

N (somme des termes d’'une suite géométrique), donc en
k=0

4 i i ) K4k 1 (_1)n+lt4n+4
osantg =—t": t)= - "= —
posant L filn)= XD = g -

. < £ ot en déduire que lim Z
1+¢ n—+ooJo 1+t

et par intégration entre O et 1 :

t4n+5 1

o 4n+5

1 1
0<f t‘”‘*“dts[ 4 idr =
0 0

4n+5

1 l.4n+4

Le théoreme d’encadrement montre alors que | lim
n—+oo Jo 1+ [4

Iy , » = (=Dt de
Déduire des questions précédentes que S; = ) = f
0

par intégration entre 0 et 1 du résultat de la question |8 |:
d 1 (4n+4

n 1 1 t t
Y| filt)de = / —— +R,avecR, = (—1)”[ ——dt, mais d’apres la question:
k=00 0 0

1+1t4 1+1t4
1 ’ N . .
4k+1etdapreslaquestlon@.nl_lglooRn—O.
Al a la limite (n — +00): | S ff(_nn jq d
ors par passage a la limite (n — +o0) : = = .
parpassag Ymean+1 b 1414

o
[ fitoar =
0

. +00 _1 n
A l'aide d'un raisonnement analogue, exprimer Sy = ) )

) e T T T T T T Y

n Ak 1 (_1)n+1 t4n+4
Reprenons le résultat de la question : —1)ketk = -
P q ,CX::O( ) 1+14 1+14

a l'aide d'une intégrale.

, en le multipliant par 2 :

tz (_1)n+1t4n+6

1+¢t* 1+ ¢4

n
Z (—l)kt4k+2 —
k=0

n (_1)k 1 ¢2d¢ 1 p4n+6
Par intégration entre Oet 1: ) | = + (—1)"[ dr.
codk+3 Jo 1414 o 1+1¢4

4n+6 1 t4n+6
f dr| < ,etalors lim
o 1+1¢t* 4n+7 n—+oo o 1+ t*

1 +4n+6

Comme a la question @, 0< < t*"*% donc

dt =0.

1+¢t*

too (1) 1 ¢2de
Onen conclutque |S, =) D7 _ a
Zan+3 Jo 1+t

Utiliser les résultats des questions et pour déterminer la valeur de S; + S,.
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(1+1¢°
Par addition de et 15 +8, = f %dt; mais d’apreés la question @,
0

1(1+¢? +oo dp +oo df
[ ( )dt =f ——.etd’apresla question@ :f = L. Finalement |S; +S, = T .
o l+1t4 o 1+ o l+t* 92./2 2V/2
Partie C
+00 e—XI
On considere la fonction F définie par F(x) = f mdt.
0

Montrer que F est définie sur R,.. Que vaut F(0)?

e ¥t 1 +oo ¢
Pour x = 0, et pourtout t € R,, 0 < < ——;o0r f —— converge (soit par intégration directe :
P * 1+12  1+1¢2 o 1+1¢2 ge (soit p &

+oo  dt
[ 1oz [arctan t];™ = 7, soit par comparaison (équivalent) avec une intégrale de Riemann conver-
0

gente. Alors ’ pour x =0, F(x) converge ‘par comparaison (=).

+oo  q¢
De plus, on a vu ci-dessus que | F(0) = f —— =7
o 1+12

Montrer que F est continue sur R,.

. . € .
e est clairement continue sur R, pour x eR_, et x — 1572 est continue sur R, pour tout £ € R, .

De plus, I'encadrement utilisé dans la question précédente 0 < 1 > constitue une hypothese de

S_
+1t2 1+t

domination, ce qui justifie |la continuité de F sur R, |

e—xt

1+ 12

-xXt

A l'aide de l'encadrement 0 <
lim F(x)=0.
B L
o Xt

1+ t2

< e, montrer que pour x >0 : 0 < F(x) < — et en déduire que

Bl

En intégrant l'encadrement 0 < < e *' par rapport a r entre 0 et +oo, pour x > 0 :

—xt ]t

0<F(x)<

= — |. Le théoreme d’encadrement donne alors | lim F(x)=0]|
X X—+00

0

E Soit € € RY, et I =]e, +oo[; montrer que F est de classe € sur I, et exprimer sa dérivée seconde F"(x) comme

e—xt 62 t2e—xt
x— f(x,t)= est de classe €% pour tout t e R, , et —= = .
flot) 1+¢2 b 2* 0x2  1+12
. 0 . PP
On en déduit que pourtous x e [ et t € R,, 0 < 6_]; =e " <e*'; mais t — e ¢’ est réputée intégrable
X

sur R,, donc ceci constitue une hypothése de domination, ce qui garantit le caractére €2 de F sur I, avec

+00 t2e—x t
F(x) = f dr |
0

1+1¢2
Ceci est vrai sur 'ensemble I =]¢, +o0o[ pour tout € > 0, donc sur R.
1
@ En déduire que, pour x >0, F"(x)+ F(x) = e
.................................................... +oo(t2+1)e*3”+oo
On obtient alors pour x > 0 : F(x) + F"(x) = f Tdt = f e *'dt donc finalement
0 0
1
F(x)+F"(x)=—|
x
Soit f et g deux fonctions de classe €' sur R%, telles que
VxeR;, f'(x)cos(x)+g'(x)sin(x)=0 (1),
et 'équation différentielle yY'+y=-—. (E)
X
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@ En posant y(x) = f(x)cos(x) + g(x)sin(x), calculer y'(x) a l'aide des fonctions cos, sin, f,f', g et g', puis

en tenant compte de (1), a l'aide des seules fonctions cos, sin, f et g.

On obtientd’abord: y'(x) = —f(x) sin (x)+ g (x) cos (x) + f'(x) cos (x) + g'(x) sin (x), puis en tenant compte
de (1) : y'(x) = —f(x)sin(x) + g(x) cos(x), qui est clairement de classe €' sur R? ; ainsi y est €?, et pour
x>0:

¥"(x) = —f(x) cos (x) — g (x)sin (x) - f'(x) sin (x) + g'(x) cos (x) |

Déduire de la question précédente que y est solution de (E) si, et seulement si, ' et g' vérifient le systéme :

9]

(1) f'(x)cos(x)+g'(x)sin(x)=0
(2) —f'(x)sin(x)+g'(x)cos(x) = %

D’apres le résultat de la question précédente, y"(x) + y(x) = —f'(x)sin(x) + g'(x) cos(x), donc y(x) =
f(x)cos(x)+g(x)sin(x) est solution de (E) si et seulement si (1) et (2) : —f'(x)sin (x) + g'(x) cos(x) =
(1) f'(x)cos(x)+g'(x)sin(x)=0

1.

(2) —f'(x)sin(x) +g'(x)cos(x) = P

cosx(1) —sinx(2) donne (cos® (x) +sin® (x)) f'(x) + 0 = %(x);

)

d’'ot1 le systeme (%) : {

cos(x)

sinx(1) + cosx(2) donne 0 + (cos®(x)+sin®(x))g'(x) = , donc les solutions de (Z) sont

—sin(x) cos(x))

(F(x),8'(x)) = (

X

Soit @ € RY, en conclure que les solutions de (E) sont de la forme

*sin(x—1t
X — f ¥dt + C, cos(x) + C,sin(x), C; et C, étant deux constantes réelles.
.o B ¢ o o o o e o o o o o 0 6 e 6 6 6 e s s s e e e s s e 0 s s s s s s s e e e e e s s s e e e e e e s s e s e e e e e e s e e e e s e s s e e e e e e s s s e e e e s s e
Les solutions de I'équation homogene y” + y = 0 sont de la forme x — C, cos (x) + C,sin (x), (C;,C,) € R?.

Il reste donc a trouver une solution particuliere. Les questions précédentes suggerent y, : x — f(x)cos(x)+

*sint * cost
g(x)sin(x), avec f(x) = —f Tdt et g(x) :f d¢, donc par linéarité
a a
¥ —cosxsint +sinxcost *sin(x —t
yo(x)=f dr=f sin@=1) g,
a t a t
. * sin (x — t) . )
On en conclut que les solutions de (E) sont | x — f fdt + C, cos(x) + C,sin(x),(Cy,C,) e R .
a
1 . , toogint
En posant u(t) =1—-cost et v(t) = e montrer d l'aide d'une intégration par parties que A = f Tdt
0

converge.

. +to cost
Montrer de méme que B =
1

t

dt converge, et en déduire la convergence pour tout x >0 de

(&{0)
t.

+OG s Lo e

t X sint T o _t
Yo(x) =sin(x) Tsdt—cos(x) sme dt:f Md

X
............................. +Oo - +00t
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{u’(t)zsint {u(t)zl—cost
En posant 1 ; -1 )
v(t)=- V()= —
(=7 (0= 2
r 2
1-cost 1—(1—3+0(t )) 1 ] 2
uv(t) = ” = . =3 + o(t) donc ltlrréuv(t) =0; de plus, 0 < uv(t) < 2 donc
tliI+n uv(t) = 0 par encadrement. On en déduit que le crochet [u v]j* converge et vaut 0, ce qui auto-
—+00
N e . too sint +© 1 —cost L
rise a effectuer I'intégration par parties : A = f —dt=0- f —Tdt, cette derniere intégrale
0
étant convergente puisque 1-cost L et0< 1-cost < 2
verg puisq 7 o3 S—pgz <7
‘A converge donc ‘
u'(t)=cost u(t)=sint sint
En posant 1 HE G -1 ,uv(t) = ——donc lim uv(r) =0 donc le crochet [uv];™
U(t)Z; U(t):? t t—+o0

converge et vaut 0, ce qui autorise a effectuer I'intégration par parties :

*% cost +oo gint +oogint
B= f . dr=[u v]f°°+f 7dt = sin(1)+f 7dt, cette derniére intégrale étant absolument
1 1 1

convergente. ‘ B converge donc ‘

o . +togint . +0 cos t
Par linéarité, on en déduit la convergence pour tout x > 0 de —cosx Tdt + sinx =
P X
+%0 _cosxsint +sinx cost +oogin(x —t)
- dr = ———=dr : y, converge.
X X

Montrer a l'aide des deux questions précédentes que ¥, est la seule solution de (E) qui admette une limite finie en

—sin(x
Yo : X —— f(x)cos(x)+g(x)sin(x), avec f'(x) = ——— e
plus, en tant que reste d'une intégrale convergente, ling Yo(x) =0.
X—
Comme les autres solutions de (E) sont de la forme y, + C; cos x + C, sinx o1 (C,;, C,) # (0,0), elles n'ont pas
de limite en +oo.
‘ ¥, est la seule solution de (E) qui admette une limite finie en +oo ‘

En conclure que yy(x) = F(x) pour tout x = 0, puis que A = g

D’apres les questions de| 1 |a , F est une solution de (E) telle que xEerF (x) =0, donc

Vx € R} y,(x) = F(x); par continuité de F et y; en0,, |A= lir%yo(x) =F(0)= g .
P
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