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PT CORRIGE DU CONCOURS BLANC MATHS B 10/03/2025

Calculatrices interdites
Le probleme se compose de quatre parties indépendantes.

Partie A
2 -1 0
On considere la matrice M=|-1 3 -1|eR).
o -1 2

M est symétrique réelle, donc ‘ M est diagonalisable dans R ‘

En appelant C,, C,, Cy les colonnes de M, calculer Cy + C, + C3 et C; — Cs.

C,+GC +Cy = (i) et C, —C; = (_(2)2), donc MG) = 1@) et M.(_(l)l) = 2(_(1)1), ce qui donne

. . 1 1
‘ deux valeurs propresde M : 1 et 2 ‘, respectivement associées aux | vecteurs propres U = (%) etV = ( 01) .

Achever la diagonalisation de M.
On déterminera une matrice orthogonale P telle que PT.M P est diagonale, de coefficients diagonaux
SEOICEEMENE. CrQISSANES, A PrECISEL. . . ..ottt e et et e e e et e e e ettt e
Soit A la troisieme valeur propre de M, alors A +1+2 = Tr(M) =7, donc .

. N SN 1 1 1 .
Les vecteurs propres associés sont orthogonaux a U et V, donc colinéairesa U AV = ( 01) A (%) = (—12), qui
est donc un vecteur propre associé a W.

En normant les vecteurs U,V,W, on trouve les colonnes d'une matrice de passage orthogonale :

V2 V3o

1
P=—|[v2 —2| [telle que |PT.M.P = A = diag(1,2,4) ‘

0
Velvz _v3

E Expliquer comment déterminer une matrice X symétrique, de valeurs propres strictement positives, telle que X 2=

(PT)T.DT.PT =P.D.PT = X : X est symétrique, et les valeurs propres de X : 1, \/5 et 2 sont positives. On en
déduit que | X = P.diag (1, \/E, 2) P

Partie B

On considere le plan euclidien usuel, muni d’'un repére orthonormé (O;1,}).
Soit m un réel, et €,, la conique d’équation cartésienne

(m—l)x2+(m—1)y2+2(m+1)xy+2\/5(m+1)x+2\/5(m—1)y+2m=0. (E)

Ecrire la matrice symétrique S,,, associée a l'équation de 6, et préciser en fonction de m le type de €, (hyperbole,

_m-1 m+1}| B el 2
Sm—(m+1 m_l),det(Sm)—(m 1)* = (m+1)* = —4m, et alors

sim >0, €,,est de type hyperbole;
sim=0, € ,,est de type parabole;
sim=0, €, est de type ellipse.
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2 | Préciser l'équation de €_,, et en déduire sa nature.
1,

Sim = -1, alors (E) s’écrit :
—2x% -2y - 4\/§y -2 = 0 clest-a-dire x> + > + 2\/§y +1 =0, soit x* + (y — V2)=2+1 =0, Cest-a-dire

x4+ (y- \/5)2 =1:cest’équation d'un |cercle de centre (0, \/E) etderayon1 |

Diagonaliser la matrice S,, ; déterminer une matrice de rotation R, indépendante de m, telle que R.S,,.R" soit
diagonale, de coefficients diagonaux « et f.

O Y f”,;*_lj(‘=(x—(m—1))2—(m+1)2=((x—(m—l)—(m+1)))((x—(m—1)+(m+1)))=

(X —2m)(X +2).

-m-1 m+1

, matrice de
m+l1 -m-1

‘ Les valeurs propres de S,,, sont 2m et —2 ‘ De plus, S,, —2ml, =

rang 1 si m # —1, dontle noyau est E, ,,,(S,,) = Vect ().
m+1 m+1
m+l m+1
L(l -1
\/E 1 1
[(@.p)=(-22m)|

Sy +2I,= ( , matrice de rang 1 si m # —1, dont le noyau est E_,(S,,) = Vect (}).

7
Prenons alors R = ) ; R estla matrice de la | rotation d’angle 20 etR.S,,.R" = diag(—2,2m) soit

E Si on pose (;l) =R. (;), montrer que (E) se raméne d
1

............................ —2x} FAXLF2myL +Amy, £2m=0 (E)........

Avec (;l) =R. (;) (m-1)x2+(m-1)y2+2(m+1)xy =X.S, X" =RT.X,".S,.RT.X, =X, .R.S,, .RT.X, =
1

X,".diag.X, donc finalement ‘ (m-1)x*+(m-1)y*+2(m+1)xy =-2x;+2my? |, ce qui peut étre
prouvé par un simple développement.

+ —X; +
De plus, x = xl—\/_yl ety = M, donc 2\/5(m+ 1)x2+2\/§(m— y=4my, +4x,.
2

V2
Alors (m—1)x%+(m—1)y? +2(m+1)x y +2/2(m+1)x,+2v/2(m—1)y = —2x> +2m y? +4m y, +4x,, donc
'équation (E) devient (E;) : —2x7 +4x, +2my? +4my, +2m = 0.

X2

Déterminer les réels a et b tels que, aprés la translation (;1) = ( ) + (Z), l'équation (E,) devient :
1

Qn. précisera.les valeurs de A, €L K ... oo
En posant x; = X, + a: —2x% +4x; = =2(x, + a)? + 4x, + 4a = —2x3 —dax, +4x, +4a—2a* = -2 x5 + 2 si

fati]
Enposanty, =y, +b:2myf +4my, =2m(y; +2by, + 4y, + b*) =2m(yf + 1) si .
Alors —2x%+4x, +2my? +4my, +2m = —2 x5 +2my,+2, donc apres division par -2, I'équation (E, ) devient

x2-my?=Kavec K =1].

@ Déduire de la question précédente la nature de 6, et celle de 6.

Avec m =0, (E,) devient x5 = 1, donc x, = +1; ‘ %, estla réunion de deux droites paralléles ‘

Avec m =1, (E,) devient x5 — yZ = 1, ‘ %6, est une hyperbole équilatere ‘

Montrer que les coniques €,,, ont un centre commun Q), dont on déterminera les coordonnées dans (0;1,]).
Montrer que les points My et M, définis respectivement par (X,,¥,) = (1,0) et (x5, 1,) = (=1,0), appartiennent
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(x2,¥5) = (1,0) et (x,,,) = (—1,0) vérifient 'équation E, pour tout m € R, ce qui fournit deux points appar-
tenant a toutes les coniques :

M, : (x3,2) = (1,0) soit (x;,3,) = (2,—1),donc () =R" (2 ) = L( L)

Partie C

On considere le plan euclidien usuel, muni d'un repére orthonormé (O;7,}).
Pour 6 € R, on pose iy = cos (0)i + sin (6)] et ¥ = —sin (6)7 + cos (0)j].
Soit f une fonction de classe € sur R, on considére la courbe €y paramétrée par OM (0) = f(6) iy.

Montrer que (ilg, Uy) est orthonormée ; calculer les dérivées iy et Uj.

ilg- Uy = —sinB cosO +sinB cosd = 0, et | it = |7 ||° = cos?0 +sin?60 = 1, donc (i, ) est orthonormée.
Uiy = —sin01 + cosOf = Uy et J) = —cosOi —sinfj = —ily, donc | (g, U5) = (%, —g) |

Alors M'(0) = f'(0)ilg+f (0)ilg, et comme la base (i, i) est orthonormée,

[7©)| = e+ (o)

‘ A partir d’ici, on prendra f(0) = cos@.

ds > .. . .
Déterminer T et le vecteur tangent T (On pourra utiliser le résultat de la question [1]).

d
Avec f(0) = cosf, f'(0) = —sind donc (f(0))* + (f’(Q))2 =co0s?0 +sin?0 = 1, et alors Sy

Comme M’'(0) est normé, il est égal a T = —sinfil, + cosOiy = —sinf (cosOi +sinfj) +
cos 0 (—sin0i+ cosOj) = (—sinfcosO — cosOsin0) i+ (—sin®6 + cos®0)j = —sin (20)i + cos (20)] = Dyg.
Mais, pour tout a € R, ¥, = i,

[NEY

N

Montrer que T = Upg = Ugg, 2, et en déduire l'angle a = (i, T) en fonction de 6.
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D’apres la question précédente, T = vecu,y; mais, pour tout 7 € R, 7, = L-)LT+%, donc T = ﬁ29+g, et par iden-

>

. ) ) . 7
tification puisque T' = i1, : |a =26 + R

1
E Déduire des questions précédentes que R = 3 Que peut-on en déduire sur la nature de la courbe €y ?

OM(G) = cose(cos91+sm9]) = co0s?0i + cosfsinfj; en prenant x(6) = cos’d et y(#) = cosBsind,
1\2 1 1 1
(x— E) +yP=x*-x+ 2 +y% = cos’0 — cos* 6 + cos* O sin* 6 + i cos? 6 (cos? 6 +sin®0) — cos® 6 + i

1 1 . - . . .
cos?6 — cos®0 + 1- +Z donc les coordonnées du point courant de € vérifient I'équation cartésienne :

1 1
(x(@) - —) +y(0)* = 7 qui est I’équation du | cercle de centre I : (0, 5) et de rayon 5|

Partie D

On considere le plan euclidien usuel, muni d’'un repere orthonormé (O; 7, J).
t t
Pour € R, on pose y () = / cos(u?)dueto(t) = f sin (u?)du.
0 0

Le plan euclidien est muni d'un repére orthonormé (0;1,j); on consideére la courbe . de point courant
M (t), de coordonnées (x(t) = y(t),y(t) = o(t)) dans le repére (O;1,).

En posant f(@) =1-cosf et g(0) = 9_71 effectuer une intégration par parties dans l'intégrale
+ sin
b= f ——dt (on justifiera I'existence des intégrales et crochets apparaissant dans le calcul).
0 0

En déduire la convergence de J,.
+00 co

Procéder au calcul analogue pour J; = f —dt (on posera cette-fois-ci f(0) =sinf et g(0) = 0%1),
0

7

f'(0) =sin6 f(8)=1-cosb ) 1-cosf
E - ; -1 , b 0)g(0 =—.
nposant{gw): {g’(@):%@z on obtient f(6)g(0) NG

62 63/2 2
Comme 1-cosf = ?+00(02),f(9)g(9) =+ (0%/%), leinsf(B)g(B) =0;etcomme0 < f(0)g(0) < —,

Jim_ £(0)(0) =0.

Le crochet [f(6) g(@)] converge donc et vaut 0, ce qui autorise a écrire I'intégration par parties :

)

+0o 1 cosH +00 1 —cosf L 1—cosf
L=0- f - f ———d0, intégrale absolument convergente car 0 < ————
"2 Vo NG
1 9 0
et que L;S £ . On en déduit ‘ la convergence de J, ‘
\/5 6—0 2
(0) = 0 f(08) =sinf )
De méme, en posant {f ©) €os . -1 -3 ,onobtient f(0)g(0) = sin
g(0)= g'(0)=—07 Vo

Comme f(0)g(0) ~ V0, 1im f(6)g(6) = 0; et comme 0 < |£(0)g(0)| < % Jim £(0)g(0) =

Le crochet [f(6) g(@)]+°° converge donc et vaut 0, ce qui autorise a écrire I'intégration par parties :

+oo sm@ 1 [+ sinf sin6 1 do
Ji=0- f == f ——d0, intégrale absolument convergente car —
0 9

2 \/—3 9_,0 \/_ f \/_
sin0 - 1 +eo df Final
S| < gmet | gy converge. Finalement

converge d'une part et d’autre part,
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A l'aide d'un changement de variable 0 = u?, montrer la convergence des intégrales

Le changement de variable u — \/u = 6 est croissant et ¢' de R% dans lui-méme, et dd = 2udu, donc
do f+°° cos(6) +o0 gin (0)
0

——.Alors: I, =
' 20 20

2v/0

o
<
Il

do = ]El (nature et valeur). De méme, I, = f do = ]52 (nature et
0

u — cos(u?) et u — sin(u?) sont paires, donc leur primitive qui s'annule en 0 est impaire : y et o sont
impaires. M (—t) : (—x(t),—y(t)) estle symétrique de M (t) par rapport a O.
, et ‘ I’étude se fait sur R, = [0, +oo[ ‘

La courbe ‘ % est donc symétrique par rapport a O

E Que valent y'(t) et 0'(t) pour t €R?

Pour n €N, on pose @, = \/ 5 +nm et B, = \/nn. Pour tout t € N, montrer que y'(a,) = 0'(B,) =0 et
exprimer Y'(B,) et 0'(a,,) en fonction de n € N.

¥'(t) = cos(t?) et o’(t) = sin(t?) pour tout ¢ € R.
yY'(a,) = cos(a;) = cos(Z + nn)=0,eto’(B,) =sin(p;) = cos(nx) = 0.
Y'(By) = cos(B3) = cos(nn) = (-1)", et o' (a,) = sin(a3) = cos(% + nx) = (-1)".

‘ La tangente en A,, |est dirigée par y'(«a,, )i+ o'(a,)j = (-1)"], donc elle .
‘ La tangente en B, ‘ est dirigée par y'(B,)i+a'(B,)j = (-1)"7, donc elle .

@ Soit n € N, recopier et compléter le tableau suivant (NE=Nord-Est, SO=Sud-Ouest etc.) :

r Ban @op Ban+1 X2n+1 Bon+2
t? 2nm 2nm+ % 2nm+m 2nm+ % 20T + 27
Y'(t) 1 + 0 - -1 - 0 + 1
o'(t) 0 + 1 + 0 - -1 - 0
() % N N v
a(1) / / N\ N\
direction NE NO SO SE

@ Pour m €N, montrer a l'aide du changement de variable x = u* — mm que

M) =y(an) = ()" [ 2T

en déduire que (Y (®a11)) et (Y (a,,)) sont des suites adjacentes.

le changement u — x = u* — nx est €' et bijectif de [a,,, &,,,,] dans a5, — nn,a?,,, —nx| = [F,F];
dx
dx =2udu donc du = ——. Alors
2\/x+mn
A1 z dx 5 cos(x)
Y(@,)—v(a )=f cosz(u)duf COSX + M ———— = (—l)mf —dx.
m " A = 2\/x+mn -Z2V/x+mmn

Pour n € N, y(azp41) — ¥ (@2,) > 05 ¥ (@aps2) = ¥ (a2n) = ¥ (@2p42) = ¥ (@2ps1) + ¥ (@2pi1) — ¥ (@) =

(—I)Z”f_z( cos (x) __cos) dx <0, etde méme y (@y,,,1) — Y (A1)
-3 2vx+(@2n+)m 2/x+2nnm

.4

cos(x) cos(x) )dx 20

2 \2vx+(@2n+)n 2y/x+(2n-1n
On en déduit que (y(a,,)),en €St décroissante, (Y (@s,41)) ey €5t Croissante, et que y(a,.1) < ¥(@s,).
3 1 7

dr < — 0.
7 \V2nm \V2nm Tt

‘ (v(aam+1)) et (y(as,,,)) sont des suites adjacentes. ‘

=y (tope1) =Y (@2,) +7 (a2,) =7 (A1) = _f*f (

De plus, [y (@) = ¥(@z,)| < [

De méme, en changeanty en o, a en f, cos en sin, et [%, %] en [0, 7] on montre que

‘ (0(Bom+1)) et (a(B,,,)) sont des suites adjacentes. ‘
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Déduire des questions précédentes :

a) la nature de la branche infinie quand t tend vers +o0;
b) la forme de la branche de & entre B,,, et By, 15 ;

a) Puisque (y(t),0(t)) tend vers (I;,,), la branche infinie de & quand ¢t — +4oco est
‘ le point asymptote Q : (I3, L,) ‘

b) voir la figure 1 ci-dessous.
c) Ces portions de courbes forment une spirale qui s’enroule autour de Q : voir la figure 2 ci-dessous.

0.75
0.70 4 y=1h
0.5
0.65 1
0.60 1 . . ; .
-1.0 - o5 z=1 1.0
0.55 1
0.50 1
B2n
050 055 060 065 070  0.75
fig. 1 fig. 2

En remarquant que M'(t) = cos (t2)i +sin(¢2)], déterminer :
ds
a) la base de Frenet de & en M(t) et la valeur de P fonction de t ;
b) la longueur de la portion de courbe entre By, et Byj,,s s

J—

¢) une expression simple de a = (f, T) en fonction de t ;

ds = s 5
a) la base de Frenet de . en M(t) et la valeur de Fri fonction de £; M'(r) = cos(t%)i + sin(#%)] est

cos(tz)) & (—sin(tz)) .

sin(¢2) |1 |7 7| cos(£2)

ds )
de |
b) La portion de courbe entre B,,, et B,,,,, a pour longueur

Bon+2 —, Bon+2
[n:f M’(t)”dt:f 1dt = By,42 — Pop, SOIit ln:(\/n+ —ﬁ)\/Zn.
ﬁ2n ,BZn
¢) En partant de T= (Z?ﬁg), on aboutit par relevement a .

ds dsdt 1
d) R—a—aadonc R—Z

normé, donc

T:'M’(r):(
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