SPE PT QCM sur le calcul différentiel 2024/2025

Cocher la/les case(s) correspondant a la/aux bonne(s) réponse(s). N'imprimer que la premiére page si nécessaire.
On considere les parties de R*: 28(0,1) = {(x,y) e R?, x*+y*<1}et%;(0,1) ={(x,y) eR?, x*+y*<1}.
1) Soit f : R? — R définie sur %(0,1).
. of of . .
@ Si 0—(0, 0) et a—(O, 0) existent, alors f est continue en (0,0);
X y

@ si f est €' sur 28(0,1) ~{(0,0}, alors %(0,0) et Z—f(0,0) existent;
y

si f est 6" sur 88,(0,1), et que £(0,0) = Vf(0,0) =0, alors f(x,y) = 00y (x> + y*). réponse

2) Soit f : R? —R.

@ Si f est continue sur ,%f(o, 1), alors f admet un maximum et un minimum sur .%f(o, 1);

@ si f est €' sur (0,1), alors f admet un point critique sur %;(0,1);
si f est €' sur 28(0, 1), alors tout extremum de f est un point critique;

@ si f est €' sur %(0,1), alors tout point critique est un extremum. réponse

3) soitf:(x,y) € (R,)2—y* R
@ f est prolongeable par continuité sur [0;1]?;
@f(x, -):y — f(x,y) est prolongeable par continuité sur [0; 1] pour tout x € [0;1];
f(-,y) :x — f(x,y) est prolongeable par continuité sur [0; 1] pour tout y € [0;1]. réponse

x| +y
Vx2+y?
0 0
@f est continue en (0,0); @f est €' en (0,0); %(0,0) existe; @ %(0,0) existe. réponse

4) Soit f de R? dans R, définie par f(x,y) = si(x,y) # (0,0) et f(0,0) =0.

5 ) Laregle de la chaine énonce que, dans le changement en polaires :

@ Apres une erreur dans un calcul, tout ce qui suit 'erreur est faux;

of of or of 0f0x 0f0x of of or 0f 06 .
o Clataa taan dx ~ or ox ' 00 ox reponse
6 ) Dans le changement en polaires :
af 6f of . laf_laf 10f df i
@ or  Yox ' ay’ ror  xox y ay’ 6y' reponse
7) Soit f de R? dans R de classe 62 dans R?
o*f 62f
@ze oy =0=f=cte;
2
]2+ 2L 05 £ = 6 417, G £ (@R);
o’f &f . N 2
0—+F—051f(x,y)=G(x+zy),ouz =-1etG e €*RR);
o*f o
@ O_xJ; - a—y]; =0sif(x,y) =G(x-y), G € €*(R,R). réponse
8) si(x,y) = (rcos@,rsinf)
00 (9x\! 00
@ o (%) ;@on ne peut pas calculer a;
a0 0
on peut calculer i en résolvant un systéme 2 x 2; @ x— +y OZ réponse



1) Soit f : R* — R définie sur 2(0,1).

0 0
Si % (0,0) et % (0,0) existent, alors f est continue en (0,0);
. 1 of of .
}ﬂ' sif est€ sur2(0,1)~{(0,0}, alors 6—(0,0) et a—(0,0) existent;
X y
sif est€" sur B;(0,1), et que Vf(0,0) = 0, alors f(x,y) = 0,9y (x* + y°).

Réponse juste : .

En prenant f(x,y) = y* sur [0,1]*> ~ (0,0), £(0,y) = 0¥ = 0 donc f(0,-) = 0 et par dérivation %(0,0) =0;de
méme f(x,0) = x° =1 donc f(+,0) = 1 et par dérivation %(0,0) =0.

Cependant, }Cii%f(-, 0)=1+0= y%f(o, -) donc f n'est pas prolongeable par continuité en (0,0).

x
x%+y?

@ est faux. (x,y) —

est un autre contre-exemple.

of

i—=L
0y

La formule de Taylor a l'ordre 1 permet d'affirmer que est vrai. retour au QCM

1 0
(x,y) — 4y? est €' sur 2(0,1) ~ {(0,0}, mais ni %(0, 0)n (0,0) n'existent : @ est faux.



2) Soitf :R* —R.
@ Si f est continue sur B;(0,1), alors f admet un maximum et un minimum sur %;(0,1);
sif est€! sur %¢(0,1), alors f admet un point critique sur %(0,1) ;
si f est€" sur %8(0,1), alors tout extremum de f est un point critique;

sif est€" sur PB;(0,1), alors tout point critique est un extremum.

Réponses justes : @, .

Le théoreme des valeurs extrémes précise que puisque [ est continue sur le fermé borné 98,(0,1), elle est bornée
et atteint ses bornes sur cet ensemble : IE] est vrai.

Avec f:x —3x+2y, Vf = (3,2), donc f n'admet pas de point critique sur %;(0,1) (elle est pourtant €' sur

R?). @ est faux.

Le cours confirme que, pour une fonction €' sur un ouvert, tout extremum de f est un point critique. est
vrai.

Certains points critiques sont des points-cols, et non des extremums. @ est faux. retour au QCM



3) Soitf:(x,y)e(R,)*—y* eR
,d f est prolongeable par continuité sur [0;1]?;
@f(x, )1y — f(x,y) est prolongeable par continuité sur [0; 1] pour tout x € [0;1];
f(~,y) :x — f(x,y) est prolongeable par continuité sur [0; 1] pour tout y € [0;1].

Réponses justes : @ et .

En prenant f(x,y) = y* sur [0,1]*~ (0,0), lin(l)f(-,O) =1+0= lir%f(O,‘) donc f n'est pas prolongeable par
x— Yo
continuité en (0,0). @ est faux.

En revanche, f(0,-) : y — 1 est prolongeable en 0, ainsi que f(x,-):y — y*six>0: @ est vrai.

En revanche, f(-,0) : x — 0 est prolongeable en 0, ainsi que f(-,y):x—y*six>0: est vrai. retour au
QCM



x| +y
VX2 +y?
0 0
f est continue en (0,0); f est €' en(0,0); %(0,0) existe; %(0, 0) existe.

Réponse juste : .

En posant (x,y) = (rcos6,rsinf) (r > 0), f(x,y) =

4) Soit f deR? dansR, définie par f(x,y) = si(x,y)#(0,0) et £(0,0)=0.

r(|cos@| + rsin®

=|cosf| +sinf. Alors, en prenant
-

O=cte=0,limf(x,y)= lim f(x,0)=1;avecd =cte = E, limf(x,y) = lim f(x,x)= \/5
r—0 x—0, 4" r—0 x—0,

n'est pas continue en (0, 0), et encore moins %" en ce point. et sont faux.
p p

0
f(,0):x— f(x,0)= % = 1 est prolongeable par continuité et dérivable en x = 0. %(0,0) existe :| C |est vrai.
0
f@0,):y— f(0,y) = |§_| = signe(y) n'est ni prolongeable par continuité ni dérivable en x = 0. %(0, 0) n'existe

pas. @ est faux.

—
===

imrrﬂf#ﬂﬂfm
il
” .I',f.f.ny W

retour au QCM



5 ) La regle de la chaine énonce que, dans le changement en polaires :

,d Apres une erreur dans un calcul, tout ce qui suit est faux;

|2t o _ofox of ox o _oror orae
ox Or dx’ ox Or dr 00 40’ ox Or dx 00 ox’

Réponse juste : .

@ ne s'appelle pas régle de la chaine, et est faux; par exemple, 1 =2 implique 2=1puis 1 +2=2+1.

0 of or
La vraie régle de la chaine appliquée au changement en polaires (x,y) — (r,6) donne of _ of +

ox aﬁ
af 90]

i. rr ; ainsi @ est vrai, et les vilaines imitations @ et sont fausses. retour au QCM
x
O




6 ) Dans le changement en polaires :

@S - O [ 10 L0 100 [\ 0 of  of

or ~ox yay’ ror xox yay’ a0 ~ Vox ay’
Réponse juste @
D'apres la régle de la chaine :
o _ ga_x+ga_y =cos€g+sin9g = Eg+zﬂ

or 0x or Ay or 0x dy rox roy’

En multipliant par r, on obtient que @ est vrai et @ est faux.
En considérant que f est homogéne a une masse, par exemple, x,y et r a des longueurs, et 8 sans unité, on

of

0 0
obtient que r% est en [kg.m], alors que — ya et x% sont en [kg]. est non homogeéne, donc faux. retour
au QCM



7) Soit f deR? dansR de classe €* dans R
62f Ozf =0=f =cte;
ox2 " S

6y
2
ij; 6—];—031f(x y) =G(x*+y?),G € €*(R,R);
@azf f—Oszf(x y)=G(x+iy)oiti*=-1etG e €*(R,R);
0x2  0dy? Y
@az—f—i—OSlf(x )=G(x-y),G € €*(R,R)
0x2  0y? y yh e

Réponse juste : @

Pf (of\?  &f (of)’
Si on croit que O_x]; (63]:) et a_yj; = % (erreur manifeste), on peut penser que a—f O_f =0=Vf=0.
Mais il existe bien d'autres fonctions harmoniques, par exemple x> — yz...@ est faux.
: 2 af 2 2f 20 62f
Si f(x,y) = G(x* +y?), alors I =2xG'(x*+y )et =2G'(x* + y%) + 4x°G"(x* + y?), et de méme —= e =
2f aZf
2G'(x* +y?) +4y*G" (x* + y?). Alors 5zt E 4G’(x2 +y2)+4(x* +y*)G" (x* +y*) = 4G'(r) + r*G"(r), qui

ne s'annule évidemment pas pour toutes de fonctions G. est faux.
Si G est une fonction de R dans R, G(x + iy) n'a évidemment pas de sens. En dérivant « formellement », 1'impli-

cation est juste, mais que signifie dériver une fonction d'une variable complexe ? est faux.

0 g 0 8
Sif(x,y)=G(x-y),alors G_f =G'(x- y)et—f =G"(x-y), et de méme é =-G'(x-y) et7f =G"(x-y).
’f &*f
Alors — ol 0_yz =0, ce qui a un lien avec 1'équation de propagation des ondes...@ est vrai. retour au QCM



8) si(x,y)=(rcos6,rsinf)

00 (ox)\™' 06
i (%) ,}4 on ne peut pas calculera,

00 6 0
on peut calculer i en résolvant un systeme 2 x 2; g +y ag
X

Réponses justes : et @

La régle de la chaine ameéne

0 of 0x 0fa 0 0

_fz—f—x+—f—y=cos0—f+sin9—f (1)

or 0x 0r 0y or 0x oy soit

of dfox of ay . of of

— ==t == =— 60— 0— (2

0~ ox o0 ayon ! Sinbay treosias (@)

0 0 in6 0 0 0 0 60
cos@(l)—ﬂ(Z) f os9%—¥£ etsinf(1) + ors (2):£:sin9§+g£.
of _ gﬂJr af 0

Par identification avec g; g} gf gjgc gz , on trouve g =- SH;H ZJH/ COrSH.

- == 4 =
0y Or oy 060 ady
00 , . . . .
On peut donc calculer 3 " résolvant un systéme 2 x 2 : est vrai et @ est faux (méme si le calcul de 6 en
fonction de x et y est assez arduy).

. X . - dx _(dy)\™ 00 _(9x\" :
Contrairement a la notation de Leibniz pour les dérivées totales : Fove (d—) A (—) est faux puisque
y x X

00
060 sinf -1 ox\!
o=y g~ lap) (@estan

or?
Comme 0 " =0, et que r* = x* + ¥, on trouve 2 (x +y—= %0 ) 0. @ est vrai. retour au QCM



