PT QCM sur les espaces euclidiens 2023/2024

Cocher la/les case(s) correspondant a la/aux bonne(s) réponse(s). N'imprimer que la premiére page si nécessaire.
(E,{-]*)) est ici un espace euclidien ou préhilbertien.

1) ¢ w — R
1
(X=X, X2),y =1 )2)) — xn+ > (%132 + X201) + X1
@ définit un produit scalaire @ n'est pas bilinéaire
n'est pas définie positive réponse
2) Soit u et v deuxvecteursde E, |[u+ v| = lull = ||v|
@ seulement si v = 0g; @ si u et v sont colinéaires de méme sens;
si u et v sont colinéaires de sens opposés. réponse

3 ) Soit u et v deux vecteurs quelconques de E, (u|v) =

1 1
BRCRINR b3 (v = u-v1?)
1 1
[C]5 (e vl =l = o)) @Z(“”””Z*””‘””z) réponse

4) Soit u et v deux vecteurs non nulsde E telsque u L vetv L w.

@Alors u et w sont colinéaires. @Alors ulw. Alors dimE = 3. réponse

5) Soit (u, v, w) € R®. u+v+wl?= ul?+vI2+ lw|?
@ implique que (u, v, w) est orthogonale. @implique que u =v=w = 0.
aucun des précédents. réponse

6 ) La matrice de la projection orthogonale sur (—12) est:

1 -2 1 5 2 -1
@A:(—z 4 —2) @B:éA c:é(z 2 2) @Dzé
1 1 2

1 2 1
-2 -4 -2 réponse
-2 -1 5

1 2 1

7) Soit F et G deux sous-espaces de E; alors (F + G)t=

@FL+Gl @FLOGl E\(F+G) réponse

8 ) Soit F un sous-espace vectoriel de E, de dimension p, et py la projection orthogonale sur F. Alors

@pF( )= < o) e, pour toute base de F.
k=1 <el|el>
@ prx) = (x| e, Ye; pour toute base orthonormée de F.
2. (x|er)
pr(x) = Z ) e; pour toute base orthogonale de F.
k=1.€1|€
@ prL = id g — pp si dim(E) < +oo0. réponse

9 ) Soit F un espace vectoriel de dimension finie de E :

[a]dx,F) =sup|x—y| @ d(x,F) = || d(x,F) =[x —mp0)| @ d(x, F)? = l|lx )1 = |7 0|
JEF

réponse




1) o w — R
1
(x =X, %),y =010 — XN+ 5 (X115 + X201) + X215

@ définit un produit scalaire @ n'est pas bilinéaire
n'est pas définie positive

Réponse juste : IE]

23
@ est clairement bilinéaire et symétrique, donc @ est fausse; @ (x,X) = X3 +2x;), +y2 = (xl + %) + h =0,
et ¢(x,x) = 0 seulement si x; + % =y, =0, donc si x = (0,0).
@ est définie positive : est fausse et @ est vraie. retour au QCM



2) Soit u et v deux vecteursdeE, ||u+v| = |ull — ||v|

@ seulement siv =0g; si u et v sont colinéaires de méme sens;
si u et v sont colinéaires de sens opposés.

Réponse juste : .

lue+ vl = llull - llv]l ressemble a un cas d'égalité de Cauchy-Schwarz : [[u+v| = [lull - llv|| avec ||ull = |v].

Ce cas d'égalité n'a lieu que si u et v sont colinéaires de sens opposés, et que de surcroit, [[u] = [[v]. B et
sont fausses. retour au QCM



3) Soit u et v deux vecteurs quelconques de E, (u|v) =

1 1
[a] (lur® +1v1?) @Z(nuwuz—nu—mﬁ)
1 1
L€]5 U+ vl = lull® = vi?) Z(””+””2+ lu—wv]?)

Réponses justes :@ et .

1
(ulvy =

r (lu+ vl =llul? - lv]?) celle d'Al-
Kashi.

1
lw+vl? = lu—v|?) est I'dentité de polarisation, et (u|v) = >
1 2 2 . _ . f s l
1 (Ilull + v ) ne vaut (u|v) que si v =0 : est fausse en général.

1 1
3 (lu+vl*+llu-v|?) = > (Ilull® + lv1I*) (identité du parallélogramme), qui ne vaut (u|v) que si [|u - v|| =0,

doncsi u=v. est fausse en général.

retour au QCM



4) Soitu et v deux vecteursnonnuls deE telsqueu L vetv L w:
@Alors u et w sont colinéaires. @Alors ulw. Alors dimE = 3.

Réponse juste : aucune. @ n'est vraie qu'en dimension 1 ou 2, sinon @ est fausse.

En général, u L w est faux, par exemple si 4 = w. Dans ce cas (u = w), on n'a pas forcément dim E = 3. @ et

sont fausses.

retour au QCM



5) Soit (u,v,w) eR®. lu+v+wl?=lul®>+vI>+ |w|?

@ implique que (u, v, w) est orthogonale. implique que u = v = w = Oy, est orthogonale.
aucun des précédents.

Réponse juste :. Laréciproque du théoréme de Pythagore est fausse si n = 3; par exemple,siu = (1,-1,1),v =

1 1 5 11
(0’1’5)’“’ - (5,1,0), alors [l =3, VI = wl? = et fu+v+wl? =~ = ulP+ v+ Jw]* , mais i
u n'est orthogonal ni a v ni & w, et v n'est pas orthogonal a w.

@, et évidemment @ sont fausses.

retour au QCM



6) La matrice de la projection orthogonale sur (—12) est:

1 -2 1 5 2 -1 1 2 1
@Az(—z 4 —2) @B:éA C=6(2 2 2) =é(—2 -4 —2)
1 1 2 5

| =

Réponse juste : @ les colonnes de A sont de norme 6, largement supérieure a celles des vecteurs de la base

canonique. @ est fausse.
c . 1 .

La projection orthogonale sur (—12) est de rang 1, et la matrice C est de rang 2 : est fausse.
1 \ 1 .

N, = (%) est orthogonal a U = (—12), mais D.N, # (0), donc @ est fausse.

En revanche, avec N, = (_(1)1), également orthogonal a U, B.U = U et B.N, = B.N, = (0), ce qui prouve @
retour au QCM



7) Soit F et G deux sous-espaces de E ; alors (F + G)* =
[a]F*+G* b|Ftact [C]E\(F+G)
Réponse juste : @
(F+G)t=FtnGt (c'est du cours). (F + Gt +FL+G*t pour des raisons de dimensions, par exemple. @ est
fausse.

E\ (F + G) n'est pas en général un sous-espace vectoriel de E, donc est fausse. retour au QCM



8 ) Soit F un sous-espace vectoriel de E, de dimension p, et pp la projection orthogonale sur F. Alors

P (x|e
@Pp(x) = Z { ' v e, pour toute base de F .
k=1 <el|el>

p
@ pr(x) =Y (x|e,)e, pour toute base orthonormée de F.
k=1

L <x|el>
prx) =) e, pour toute base orthogonale de F.
i1 (eier)

ppL = idg — pgp sidim(E) < +oo0.

Réponses justes : @, et @

P (x|e
prx) =) { | v e @ est hélas fausse pour toute base de F. @ et| C | font partie du cours.

k=1 <el|31>

La dimension finie garantit l'existence de F*, et alors pp. + pp = id est une conséquence de la définition de
Pr, donc @ est vraie.

retour au QCM



9) Soit F un espace vectoriel de dimension finie de E :

[a]dx, F)=sup|x—y]| @ d(x,F) = || | €] dx, P) = |x = mp )| @ d(x, F)? = |x)1% = |0 ||
YEF

Réponses justes : et @
d(x,F) = llellg ||x —y|| et non sup...: @ est fausse. D'apres le cours, d (x, F) = ||x — () || ; comme X —7Tp(x) et
y

7p(x) sont orthogonaux, le théoréme de Pythagore montre que ||nF(x) ||2 + ||nF(x) || =[x, et alors d (x,F)? =

||x —7p(x) ||2 =|xl?- ||7rF (x) ||2 et @ dont donc vraies.

1
En revanche, d (x,F) = ||nF(x) || n'est varie que si ||nF(x) || = 3 x|, ce qui est faux en général : @ est fausse

retour au QCM

10



