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CHAPITRE 14 COURBES ET SURFACES 2024/2025

1 Courbes du plan définies par une équation cartésienne
Dans cette section, on considère le plan afÏne euclidien muni d’un repère orthonormé ⒧𝑂; ⃗𝚤 , ⃗𝚥⒭.
Soit 𝑓 une fonction de ℝ2 dans ℝ, de classe𝒞1.
Définition : courbe de niveau
Soit 𝜆 ∈ ℝ ; la ligne de niveau de 𝑓 associée à la valeur 𝜆 est l’ensemble des points du plan de coordonnées (𝑥,𝑦)
vérifiant l’équation cartésienne 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝜆.
Un exemple important : les coniques définies par des équations cartésiennes 𝑎𝑥2+𝑏𝑦2+2𝑐𝑥𝑦+𝑑𝑥+𝑒𝑦 = 𝜆.

Propriété 1 : tangente à une courbe définie
Un point𝑀0 ∶ (𝑥0,𝑦0) d’une ligne de niveau de 𝑓 est régulier si, et seulement si, ∇𝑓(𝑀0) ≠ 0⃗.
Dans ce cas, le gradient ∇𝑓(𝑀0) est normal à la ligne en𝑀0.

Exemple 1
On considère 𝑓 définie par 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝑥3+𝑦3−3𝑥𝑦. Alors 𝑓 est𝒞∞ sur ℝ2 et ∇𝑓 = ⒧3𝑥2−3𝑦,3𝑦2−3𝑥⒭.
Les points critiques de 𝑓 sont les solutions du système 𝑥2 = 𝑦𝑦2 = 𝑥 , c’est-à-dire (0,0) et (1,1).
Soit 𝜆 ∈ ℝ,𝒞𝜆 la courbe d’équation cartésienne 𝑥3+𝑦3−3𝑥𝑦 = 𝜆 et𝑀0 ∶ (𝑥0,𝑦0) un point de𝒞𝜆 distinct de (0,0) et(1,1). Alors 𝑥30 +𝑦30 −3𝑥0𝑦0 = 0.
La tangente à 𝒞𝜆 en𝑀0 est orthogonale à ∇𝑓(𝑀0) = 3⒧𝑥20 −𝑦0,𝑦20 −𝑥0⒭, donc a pour équation cartésienne 𝑀0𝑀 ⋅∇𝑓(𝑀0) = 0 soit ⒧𝑥20 −𝑦0⒭ (𝑥−𝑥0)+ ⒧𝑦20 −𝑥0⒭ (𝑦−𝑦0) = 0 et encore ⒧𝑥20 −𝑦0⒭𝑥+ ⒧𝑦20 −𝑥0⒭𝑦 = 𝑥30 +𝑦30 −2𝑥0𝑦0 = 𝑥0𝑦0⒧𝑥20 −𝑦0⒭𝑥+ ⒧𝑦20 −𝑥0⒭𝑦 = 𝑥30 +𝑦30 −2𝑥0𝑦0 = 𝑥0𝑦0⒧𝑥20 −𝑦0⒭𝑥+ ⒧𝑦20 −𝑥0⒭𝑦 = 𝑥30 +𝑦30 −2𝑥0𝑦0 = 𝑥0𝑦0.

lignes de niveau de 𝑓, avec les points singuliers et le gradient.
Onseplacemaintenantdans l’espaceafÏneeuclidienℰ3munid’un repèreorthonormé ⒧𝑂; ⃗𝚤 , ⃗𝚥, �⃗�⒭.
2 Courbes et surfaces de ℝ3 paramétrées
2.1 Paramétrage de courbes spatiales
Définition : courbe spatiale
Ondésigne par courbe spatiale (ou gauche)une courbe de l’espaceℝ3 qui n’est pas apriori incluse dans unplan.
Une telle courbe 𝐶 est définie par la donnée d’une fonction de 𝐼 dans ℝ3 : 𝑡 ↦ 𝑂𝑀(𝑡) = 𝐹(𝑡) = 𝑥(𝑡) ⃗𝚤 + 𝑦(𝑡) ⃗𝚥 +𝑧(𝑡)�⃗�.
Définition : point régulier
Soit 𝑡0 ∈ 𝐼 , on dit que𝑀(𝑡0) est régulier lorsque 𝑀 ′(𝑡0) ≠ 0⃗.
On suppose que tous les points de 𝐶 sont réguliers, c’est-à-dire que 𝐹 est de classe 𝐶1 sur 𝐼 , et que 𝐹′ = 𝑀 ′ ne
s’annule pas sur 𝐼 .
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Propriété 2 tangente à la courbe en un point régulier

La tangente en un point de 𝐶 est dirigée par 𝑉 = 𝑀 ′(𝑡), et donc par le vecteur normé 𝑇 = 𝑉‖𝑉‖ .
2.2 Paramétrage de surfaces
Définition : surface
Une surface (Σ) est une partie de 𝐸 définie par une
représentation paramétrique, c’est-à-dire une fonction𝜑 ∶ Ω ⊂ ℝ2 → 𝐸𝑥 ↦ 𝑥(𝑢,𝑣) ⃗𝚤 +𝑦(𝑢,𝑣) ⃗𝚥 +𝑧(𝑢,𝑣)�⃗� :

M∈ (Σ) ⟺ ∃(𝑢,𝑣) ∈ Ω, OM = 𝜑(𝑢,𝑣)
il y a deux paramètres !

Définir une surface par la représentation paramétrique 𝜑 revient à la consi-
dérer comme la réunion des courbes spatiales 𝐶𝑣 : 𝑢 ↦ 𝜑(𝑢,𝑣) ou comme la
réunion des courbes spatiales 𝐺𝑢 : 𝑣 ↦ 𝜑(𝑢,𝑣).
Ceci correspond au dessin classique de la surface comme un treillis :
un nombre fini de courbes 𝐶𝑣 se croisant avec un nombre fini de courbes 𝐺𝑢,
appelées courbes coordonnées.

v=v0

u=u0

M

Surface représentée comme treillis.

Définition : courbe tracée sur une surface
Soit𝒞 une courbe spatiale, et (Σ) une surface. On dit que la courbe𝒞 est tracée sur (Σ) si tous les points de𝒞
appartiennent à (Σ).

Ci-contre :

diverses courbes tracées
sur la sphère et sur l’hyper-
boloïde de révolution

Définition : sections planes d'une surface
Soit (Σ) une surface, et Π un plan. L’intersection de (Σ) avec Π est une courbe plane appelée section plane de(Σ).

Ci-contre :
Sections d’un cône [de
révolution] par des plans

Ce sont des coniques.
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Définition : point régulier d'une courbe paramétrée
Comme pour une courbe plane, un point d’une courbe spatiale paramétrée par la fonction vectorielle 𝑡 ∈ 𝐼 ↦�⃗�(𝑡), de classe𝒞1, est dit régulier si �⃗� ′(𝑡) ≠ 0⃗.
Dans le cas contraire, il est dit singulier ou stationnaire.

Propriété 3 : tangente en un point régulier d’une courbe paramétrée
On considère une courbe spatiale𝒞 paramétrée par la fonction vectorielle 𝑡 ∈ 𝐼 ↦ �⃗�(𝑡), de classe𝒞1 sur 𝐼 ,
et𝑀(𝑡0) un point régulier de𝒞, c’est-à-dire que �⃗� ′(𝑡0) ≠ 0⃗.
Alors la tangente à𝒞 en𝑀(𝑡0) est la droite ⒧𝑀(𝑡0);�⃗� ′(𝑡0)⒭

tangentes à une hélice droite

en perspective vue de profil vue de haut
2.3 Plan tangent à une surface en un point régulier
Définition : point régulier d'une surface paramétrée
Soit (Σ) une surface définie par le paramétrage (𝑢,𝑣) ∈ Ω↦𝑀(𝑢,𝑣).
Un point𝑀0 =𝑀(𝑢0,𝑣0) de (Σ) est dit régulier lorsque les vecteurs 𝜕𝑀𝜕𝑢 (𝑢0,𝑣0) et 𝜕𝑀𝜕𝑣 (𝑢0,𝑣0) ne sont pas coli-
néaires, c’est-à-dire si 𝑁 = 𝜕𝑀𝜕𝑢 ∧ 𝜕𝑀𝜕𝑣 ≠ 0
Dans le cas contraire, il est dit singulier ou stationnaire.

+ Remarque : les points d’une surface placés sur un pli, sur une pointe ou au bord de cette surface, sont singuliers.
Définition : vecteur normal, plan tangent

Si 𝑁 = 𝜕𝑀𝜕𝑢 ∧ 𝜕𝑀𝜕𝑣 ≠ 0, le vecteur 𝑁‖𝑁‖ est appelé vecteur normal à (Σ) en𝑀0, et
le plan passant par𝑀0 et dirigé par 𝜕𝑀𝜕𝑢 et 𝜕𝑀𝜕𝑣 est le plan tangent à (Σ) en𝑀0.
La droite passant par𝑀0 et dirigée par 𝑁 est appelée droite normale à la surface à𝑀0.

Exemple 2

Onconsidère leparamétrage : (𝑢,𝑣) ∋ [0,2𝜋]×[0,𝜋]↦ 𝑂𝑀(𝑢,𝑣) = ⎛⎜⎝
cos𝑢 sin𝑣
sin𝑢 sin𝑣
cos𝑣 ⎞⎟⎠, ceque l’onnotepar

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥 = cos𝑢 sin𝑣𝑦 = sin𝑢 sin𝑣𝑧 = cos𝑣 .

On vérifie aisément que 𝑥2 +𝑦2 + 𝑧2 = sin2𝑣 ⒧cos2𝑢+ sin2𝑢⒭ + cos2𝑣 = sin2𝑣 + cos2𝑣 = 1, donc la surface ainsi
définie est incluse dans la sphère de centre 𝑂 et de rayon 1 : ‖𝑂𝑀(𝑢,𝑣)‖2 = 1.
On peut même vérifier que tous les points de la sphère sont atteints par au moins une valeur de (𝑢,𝑣) : les pôles
correspondent à 𝑣 = 0 et 𝑣 = 𝜋 (𝑢 quelconque), et l’équateur à 𝑣 = 𝜋2 .
Alors 𝜕�⃗�𝜕𝑢 = ⎛⎜⎝

−sin𝑢 sin𝑣
cos𝑢 sin𝑣0 ⎞⎟⎠et 𝜕�⃗�𝜕𝑣 = ⎛⎜⎝

cos𝑢cos𝑣
cos𝑢cos𝑣−sin𝑣 ⎞⎟⎠, donc 𝑂𝑀(𝑢,𝑣) = 𝜕�⃗�𝜕𝑢 ∧𝜕�⃗�𝜕𝑣 = −sin𝑣⎛⎜⎝

cos𝑢 sin𝑣
sin𝑢 sin𝑣
cos𝑣 ⎞⎟⎠ = −sin𝑣𝑂𝑀(𝑢,𝑣).

Il en résulte que les deux pôles sont des points singuliers (liés au paramétrage) et que le plan tangent à tout autre
point est dirigé par la verticale 𝑂𝑀(𝑢,𝑣)
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Note : les deux vecteurs tangents 𝜕�⃗�𝜕𝑢 et 𝜕�⃗�𝜕𝑣 sont respectivement dirigés vers l’Ouest et le Sud.

3 Surfaces définies par une équation cartésienne
Définition : Équation cartésienne explicite
Soit 𝑔 une fonction de classe𝒞1 sur un ouvert𝑈 deℝ2, alors l’ensemble des points de coordonnées (𝑥,𝑦,𝑔(𝑥,𝑦))
constitue la surface définie par l’équation cartésienne explicite 𝑧 = 𝑔(𝑥,𝑦).(Σ) = 𝑀 ∶ (𝑥,𝑦,𝑔(𝑥,𝑦)) ∈ ℝ3, (𝑥,𝑦) ∈ 𝑈

+ Remarque : Ceci équivaut à un paramétrage𝑈 ∋ (𝑢,𝑣)↦ (𝑢,𝑣,𝑔(𝑢,𝑣))
Propriété 4 : plan tangent

Soit (𝑥0,𝑦0) ∈ 𝑈 , et𝑀0 le point de (Σ) défini par (𝑥0,𝑦0) ;𝑀0 est régulier si 𝑔 admet des dérivées partielles en(𝑥0,𝑦0), et alors le plan tangent à (Σ) en𝑀0 a pour équation cartésienne :𝜕𝑔𝜕𝑥 (𝑥0,𝑦0)(𝑥−𝑥0)+ 𝜕𝑔𝜕𝑦 (𝑥0,𝑦0)(𝑦−𝑦0) = 𝑧−𝑔(𝑥0,𝑦0)
Exemple 3

On considère la boîte à œufs, définie par l’équation cartésienne 𝑧 = 𝑔(𝑥,𝑦) = cos𝑥cos𝑦.𝜕𝑔𝜕𝑥 (𝑥0,𝑦0) = −sin𝑥0 cos𝑦0 et 𝜕𝑔𝜕𝑥 (𝑥0,𝑦0) = −cos𝑥0 sin𝑦0, donc le plan tangent en𝑀0 ∶ (𝑥0,𝑦0) a pour équation car-
tésienne : −sin𝑥0 cos𝑦0(𝑥−𝑥0)−cos𝑥0 sin𝑦0(𝑦−𝑦0) = 𝑧− cos𝑥0 cos𝑦0

deux plans tangents à la boîte à œufs, vecteurs tangents et normaux
Définition : Équation cartésienne implicite
Soit 𝜑 une fonction de classe𝒞1 sur un ouvert𝑈 de ℝ3, alors l’ensemble des points de coordonnées (𝑥,𝑦,𝑧) tels
que 𝜑(𝑥,𝑦,𝑧) = 0 constitue la surface définie par l’équation cartésienne implicite 𝜑(𝑥,𝑦,𝑧) = 0.

Propriété 5 : équation du plan tangent (cas implicite)
On considère la surface (Σ) d’équation cartésienne 𝜑(𝑥,𝑦,𝑧) = 0, et𝑀0 ∶ (𝑥0,𝑦0,𝑧0) un point de (Σ).𝑀0 est un point régulier de (Σ) si grad(𝜑)(𝑀0) ≠ 0⃗, et alors �⃗�0 = grad(𝜑)(𝑀0) est un vecteur normal à (Σ)
en𝑀0 ; une équation cartésienne du plan tangent à (Σ) en𝑀0 équivaut à �⃗�0 ⋅ 𝑀0𝑀 =0, c’est-à-dire :𝜕𝜑𝜕𝑥 (𝑀0).(𝑥−𝑥0)+ 𝜕𝜑𝜕𝑦 (𝑀0).(𝑦−𝑦0)+ 𝜕𝜑𝜕𝑧 (𝑀0).(𝑧−𝑧0) = 0

Quelques exemples (4)
La sphère paramétrée dans l’exemple 2 est définie par l’équation cartésienne 𝜑(𝑥,𝑦,𝑧) = 𝑥2+𝑦2+𝑧2−1 = 0.
Pour un point quelconque𝑀0 ∶ (𝑥0,𝑦0,𝑧0) de la sphère, grad(𝜑)(𝑀0) = (2𝑥0,2𝑦0,2𝑧0) ≠ 0⃗, donc une équation carté-
sienne du plan tangent à (Σ) en𝑀0 est 2(𝑥0(𝑥−𝑥0)+𝑦0(𝑦−𝑦0)+𝑧0(𝑧−𝑧0)) = 0, soit𝑥0𝑥+𝑦0𝑦+𝑧0𝑧 = 1.𝑥0𝑥+𝑦0𝑦+𝑧0𝑧 = 1.𝑥0𝑥+𝑦0𝑦+𝑧0𝑧 = 1.

+ Remarque : Par cette méthode, il n’apparaît plus de point singulier sur la sphère.
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Soitℋ la surface d’équation cartésienne implicite :−𝑥2𝑧3− 980 𝑦2𝑧3+ 164 ⒧4𝑥2+9𝑦2+4𝑧2−4⒭3 = 0.
Un calcul laissé au lecteur montre que, pour tout 𝑡 ∈ [0,2𝜋], le point𝑁(𝑡) ∶(cos𝑡, 23 sin𝑡,0) appartient àℋ : cette ellipse ℰ est donc tracée surℋ, et
est [une partie] de la section deℋ par le plan 𝑧 = 0.
Or, grad(𝜑) = ⎛⎝ −2𝑥𝑧3+ 38 ⒧4𝑥2+9𝑦2+4𝑧2−4⒭2𝑥−940 𝑦𝑧3+ 2732 ⒧4𝑥2+9𝑦2+4𝑧2−4⒭2𝑦−3𝑥2𝑧2− 2780 𝑦2+𝑧2+ 38 ⒧4𝑥2+9𝑦2+4𝑧2−4⒭2𝑧⎞⎠.
On peut vérifier que grad(𝜑)(𝑁(𝑡)) = 0 pour tout 𝑡 ∈ ℝ : les points de l’el-
lipse ℰ sont tous singuliers.
Par ailleurs, le point𝑀0 ∶ (0.4,𝑦1,0.5) appartient àℋ pour une valeur de 𝑦1
proche de −0.7161817272… Un calcul numérique aboutit àgrad(𝜑)(𝑀0) ≈ (0,10807503;−0,7161817272;0,106927094)), d’où une
équation cartésienne (approchée) pour le plan tangent en𝑀0 :0,10807503𝑥−0,7161817272𝑦+0,106927094𝑧 = 0,545715354.
Propriété 6 : tangente à l’intersection de deux surfaces
On considère deux surfaces (Σ1) et (Σ2), dont l’intersection est une courbe (𝛾). Soit𝑀0 un point régulier de(Σ1) et de (Σ2) ; il existe donc un plan tangentΠ1 à𝑀0 en (Σ1), et un plan tangentΠ2 à𝑀0 en (Σ2).
Si Π1 ≠ Π2, alors𝑀0 est un point régulier de (𝛾), et la tangente à (𝛾) 𝑀0 est l’intersection des plans (Π1) et(Π2).

Exemple 5
On considère la sphère unité (𝑆) d’équation cartésienne 𝑥2+𝑦2+𝑧2−1 = 0,
et le cylindre de révolution (Σ)d’équation cartésienne ⒧𝑥− 12⒭2+𝑦2−14 = 0 :
c’est un cylindre d’axe la droite d’équations ⒧𝑥 = 12 ,𝑦 = 0⒭ et de rayon 12 .
Le cylindre est tangent à la sphère au point 𝐴 ∶ (1,0,0). L’intersection du
cylindre et de la sphère est une courbe 𝒱 appelée « fenêtre de Viviani » ; le

point 𝐴 appartient à𝒱, ainsi que le point 𝐵 : ⎛⎜⎝√2+24 , √24 , 2−√24 ⎞⎟⎠.
Posons 𝜎(𝑥,𝑦,𝑧) = 𝑥2+𝑦2+𝑧2−1 et 𝑠(𝑥,𝑦,𝑧) = ⒧𝑥− 12⒭2+𝑦2− 14 .
Alors grad(𝑠) = 2(𝑥,𝑦,𝑧) et grad(𝜎) = (2𝑥−1,2𝑦,0), donc
en 𝐴 :en 𝐴 :en 𝐴 : grad(𝑠)(𝐴) = (2,0,0) et grad(𝜎)(𝐴) = (1,0,0).
Les plansΠ1 etΠ2 tangents en𝐴 à (𝑆) et (Σ) sont confondus :𝐴 est un point
singulier de𝒱 (en fait, il s’agit d’un point double).
en 𝐵 :en 𝐵 :en 𝐵 :�⃗�1 = grad(𝑠)(𝐵) ∶ ⒧√2+22 , √22 ,2−√2⒭ et �⃗�2 = grad(𝜎)(𝐵) ∶
⒧√22 , √22 ,0⒭.
La tangente en 𝐵 à𝒱 est dirigée par �⃗�1∧�⃗�2 : ⒧−√22 2−√2, √22 2−√2, √22 ⒭.
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4 Exemples de surfaces usuelles
4.1 Surfaces réglées
Définition : surface réglée
Onappelle surface régléeune surface engendréeparune famillededroites, appeléesgénératrices, cequi signifie
qu’un paramétrage de la surface est sous la forme(𝑢,𝑣) ∋ 𝐼 ×ℝ↦ 𝑂𝑀(𝑢)+𝑣 �⃗�(𝑢) : la surface est alors engendrée par les génératrices𝒟(𝑢) ∶ (𝑀(𝑢); �⃗�(𝑢), lorsque𝑢 décrit l’intervalle 𝐼 .

Exemple 6
Les plans, les cylindres et les cônes sont « naturellement » réglés, et immédiatement reconnus comme tels :∗ un cylindre est engendré par des génératrices toutes parallèles ;∗ un cône est engendré par des génératrices toutes concourantes.

Exemple 7
Il existe d’autres surfaces réglées, bien qu’elles ne le paraissent pas au premier abord. Par exemple :

La rampe hélicoïdale, paramétrée par𝑥 =−(1+𝑣)sin(𝑢),𝑦 = (1+𝑣)cos(𝑢),𝑧 = 𝑢,
est recouverte par les droites𝒟𝑢
passant par 𝑃(𝑢) ∶ (−sin𝑢,cos𝑢,𝑢)
et dirigées par �⃗�(𝑢) ∶ (−sin𝑢,cos𝑢,0).
Elle est donc réglée.

Considérons l’hyperboloïdeℋ1 d’équation cartésienne 𝑥2+𝑦2−𝑧2 = 1,
et la droite𝒟𝑢 passant par𝑃(𝑢) ∶ (cos𝑢,sin𝑢,0) et dirigée par le vecteur �⃗�(𝑢) ∶(−sin𝑢,cos𝑣,1).𝒟𝑢 admet pour paramétrage𝑥 = cos(𝑢)−𝑣 sin(𝑢),𝑦 = sin(𝑢)+𝑣 cos(𝑢),𝑧 = 𝑣.
Alors𝑥2+𝑦2−𝑧2 = cos2(𝑢)−2𝑣 cos(𝑢)sin(𝑢)+𝑣2 sin2(𝑢)+

sin2(𝑢)−2𝑣 cos(𝑢)sin(𝑢)+𝑣2 cos2(𝑢)−𝑣2 = 1,
donc𝒟𝑢 ⊂ℋ1.
Réciproquement, on vérifie que tout point deℋ1 appartient à une des droites𝒟𝑢.ℋ1 est donc une surface réglée.ℋ1 est donc une surface réglée.ℋ1 est donc une surface réglée. à gauche :ℋ1 et ses génératrices
Considérons le paraboloïde hyperbolique (𝑃𝐻) d’équation cartésienne 𝑧 = 𝑥2−𝑦2.
La section de (𝑃𝐻)par le plan d’équation𝑥−𝑦 = 𝛼 (𝛼 ∈ ℝ∗) est défini par deux équations𝑥−𝑦 = 𝛼 et (𝑥+𝑦)(𝑥−𝑦) =𝑧, soit𝑥+𝑦 = 1𝛼𝑧 qui est également une équation de plan. Cette section est donc une droite𝒟𝛼, entièrement incluse
dans (𝑃𝐻). Réciproquement, tout point de (𝑃𝐻) appartient àunedesdroites𝒟𝛼.(𝑃𝐻) est donc une surface réglée.(𝑃𝐻) est donc une surface réglée.(𝑃𝐻) est donc une surface réglée.

le PH et ses génératrices
Ces trois surfaces (rampe, ℋ1 et (𝑃𝐻)) sont souvent utilisées en architecture, car leur caractère réglé facilite la
construction et assure une plus grande résistance mécanique à certaines contraintes.
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4.2 Surfaces de révolution
Définition : surface de révolution
Soit Δ une droite de l’espace ℝ3, et (𝛾) une courbe spatiale.
L’image de (𝛾) par une rotation d’axe (Δ) et d’angle 𝜃 est une courbe (𝛾𝜃) ; la réunion des courbes (𝛾𝜃) lorsque 𝜃
décrit [0,2𝜋], forme une surface (Σ) appelée surface de révolution d’axe Δ engendrée par (𝛾).
Définition : éléments d'une surface de révolution
L’intersection de (Σ) avec un plan orthogonal à Δ forme un cercle appelé parallèle de (Σ).
L’intersection de (Σ) avec un plan contenantΔ forme deux courbes symétriques par rapport à (Δ), dont chacune
est qualifiée deméridienne de (Σ).
Tout point de (Σ) qui n’appartient pas à Δ est à l’intersection d’un unique méridien et d’une unique parallèle.

une surface de révolution méridienne, parallèle, génératrice (𝛾) les méridiennes
+ Remarque : Il est préférable, pourdiverses raisons, de choisir un repère (𝑂; ⃗𝚤 , ⃗𝚥, �⃗�)demanièrequeΔ soit l’axe (𝑂, �⃗�).

Propriété 7 : paramétrage d’une surface de révolution
Soit 𝑡 ∋ 𝐼 ↦ 𝑃(𝑡) = (𝑥𝑃(𝑡),𝑦𝑃(𝑡),𝑧𝑃(𝑡) un paramétrage de (𝛾), alors la rotation d’angle 𝜃 et d’axe Δ = (𝑂, �⃗�)
transforme ( ⃗𝚤 , ⃗𝚥, �⃗�) en (cos𝜃 ⃗𝚤 + sin𝜃 ⃗𝚥,−sin𝜃 ⃗𝚤 +cos𝜃 ⃗𝚥, �⃗�), donc un paramétrage de (Σ) est⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥(𝑡,𝜃) = cos(𝜃)𝑥𝑃(𝑡)− sin(𝜃)𝑦𝑃(𝑡)𝑦(𝑡,𝜃) = sin(𝜃)𝑥𝑃(𝑡)+cos(𝜃)𝑦𝑃(𝑡)𝑧(𝑡,𝜃) = 𝑧𝑃(𝜃) , (𝑡,𝜃) ∈ 𝐼 × [0,2𝜋]

Propriété 8 : plan tangent à une surface de révolution
Soit𝑀0 un point régulier de (𝛾), n’appartenant pas à Δ. Alors𝑀0 est un point régulier de (Σ), la surface de
révolution d’axe Δ engendrée par (𝛾) ; le plan tangent à (Σ) en𝑀0 est tangent à la parallèle et au méridien
passant par𝑀0.

Quelques exemples (8)
Voici quelques exemples « banals » de surfaces de révolution d’axe Δ= (𝑂, �⃗�).
Soit𝐷 une droite parallèle à Δ ; la surface obtenue par révolution de𝐷 autour de Δ est un cylindre de révolution.
Soit𝐷 une droite sécante à Δ ; la surface obtenue par révolution de𝐷 autour de Δ est un cône de révolution.
Soit𝐷 un cercle de diamètre inclus dans Δ ; la surface obtenue par révolution de𝐷 autour de Δ est une sphère.
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cylindre de révolution cône de révolution sphère
Exemple 9

Considérons un cercle paramétré par 𝑥(𝑡) = 5+2cos𝑡,𝑦(𝑡) = 0,𝑧(𝑡) = 2sin𝑡. La surface obtenue par révolution de
ce cercle autour de l’axe (𝑂; �⃗�) est un tore de révolution, paramétré par

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥(𝑡,𝜃) = (5+2cos𝑡)cos𝜃𝑦(𝑡,𝜃) = (5+2cos𝑡)sin𝜃𝑧(𝑡,𝜃) = 2sin𝑡 , (𝑡,𝜃) ∈

[0,2𝜋]2.
En formant 𝑥2 +𝑦2 = (5+2cos𝑡)2, on remarque que ⒧𝑥2+𝑦2−5⒭2 = 4cos2 𝑡, donc ⒧𝑥2+𝑦2−5⒭2 +𝑧2 = 4 ; par
développement, 𝑥2+𝑦2−10𝑥2+𝑦2+25+𝑧2−4 = 0 soit 𝑥2+𝑦2+𝑧2+21 = 10𝑥2+𝑦2.
Une équation cartésienne du tore est donc ⒧𝑥2+𝑦2+𝑧2+21⒭2 = 100⒧𝑥2+𝑦2⒭⒧𝑥2+𝑦2+𝑧2+21⒭2 = 100⒧𝑥2+𝑦2⒭⒧𝑥2+𝑦2+𝑧2+21⒭2 = 100⒧𝑥2+𝑦2⒭.

Exemple 10

Soit la droite𝐷, passant par le point 𝐴 ∶ (1,0,0) et dirigée par�⃗� ∶ (0,1,1) : (𝐷) est paramétrée par (𝑥,𝑦,𝑧) = (1,𝑡,𝑡),𝑡 ∈ ℝ.
La surface obtenue par révolution de (𝐷) autour de l’axe(𝑂; �⃗�) est paramétrée par 𝑥 = cos𝜃 + 𝑡 sin𝜃,𝑦 = sin𝜃 −𝑡 cos𝜃,𝑧 = 𝑡.
On reconnaît le ℋ1 (cf. exemple 7), d’équation cartésienne𝑥2+𝑦2−𝑧2−1 = 0.
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