CHAPITRE 14 EXEMPLES D’ETUDES DE SURFACES  2024/2025 I

1 Intersection de deux surfaces, plan tangent

X =cost 5
3n —-m n 3m
On considére la courbe 2 paramétrée par : =/ —cos(2t) YR 11
z=sint

et les deux surfaces €, d’équation cartésienne x? + z? = 1, et (X), d’équation cartésienne x? + y* — z2 = 0.

1. Montrer que 9 est tracée sur 6 et (X).
1 V3
2’ \/_ 2

2. Déterminer un vecteur directeur de la tangente a 2 en M.

Soit le point M; : ( ) de 2, défini par ¢ = E

3. Déterminer un vecteur normal et une équation cartésienne du plan tangent en M, a € et (Z).
Retrouver le résultat de la question précédente.

1. Avec x = cost,y = \/—cos(2t),z = sint et bien stir cos (2¢) < 0, x* + 22 = cos? t +sin’t = l et x? + y? - z? =
cos? t —cos (2t) —sin® t = 0. Donc M, (t) € € N (Z), et D est tracée sur € et (Z).
. SSint T - 1(-v3
~ .. P —_ SIn _ . -»> —_ 3 —
2. Latangente a 2 en M, est dirigée par M | (t) = s | Avect = X soity = £ =3 ve |

cost

3. Pour (x,y,z) € R3, posons c(x) = x*> + z2 — 1 et o(x) = x*> + y? — z%; alors Vc(x,y,z) = (2x,0,2z) et Vo =

> 1 3
(2x,2y,2z), donc un vecteur normal en M; a ¢ est n, = Vc(M;) =2 (5,0, g) =(1,0, \/5)
(il est non nul, donc M, est un point régulier de € ).

i . 1 3
Une équation cartésienne du plan tangent en M; a ¢ est n,.M;X =0, soit x+ \/E_Sz = 3 + \/3_3% =

un vecteur normal en M; a () est 1, = Vo (M;) = (% % _\/T_) =(1, \/_ \/_)
\/_

Une équation cartésienne du plan tangenten M, 2€ est i, M; X = 0: X + \/_y V3z==2 + \/_— - \/_— =0.
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Les deux vecteurs normaux que nous avons trouvés, i, = ( 0 ) et 7, ( V2 ), sont non colinéaires et tous

V3
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deux orthogonaux au vecteur 7, =

(€6) (2) (€nX)
2 Une surface réglée
X =acost
On considere (a, b) € R?, I'hélice droite # paramétrée par H(t):{ y = asint t€R.
z=Dbt

Soit 9 la surface engendrée par les tangentes a /.
1. Déterminer un paramétrage de 9 : (t,u) € R> — OM (¢, u).
9 est-elle réglée?

2. Déterminer les points réguliers de 9, et une équation du plan tangent IT, , en un point régulier M (¢, u)
de g

3. Montrer que le plan tangent de I1, , est le méme le long de chaque droite génératrice de I~




1. P'(1)= (_auc:?i?zt) +0, doncla tangente a /£ en P(t) est paramétrée par u — OM (¢t,u) = @(t) +uP'(1), soit

x=a(cost —usint)
y=a(cost+ucost) .Sion faitvarier (¢, u) dans R?, ceci constitue un paramétrage de 9.
z=b(t+u)

> >

—_— —_ > aM > > aM >
2. Puisque OM (t,u) = OP(t)+ uP'(t), FTa P'(t)+uP"(t) et e P'(t), donc

oM oM . N oM oM bsi

b A i uP"(t) A P'(t); un petit calcul vectoriel donne alors TS A P (—bségstt), vecteur claire-
u u a

ment non nul si u # 0. Alors M (¢, u) est régulier si, et seulement si, © # 0.

L . . bsi
3. M(t,u) est régulier si, et seulement si, # # 0, et un vecteur normal en M (¢, u) est 7ii(t, u) = (-bsg:st t).
a

une équation du plan I1; ,, tangent 8 9~ en M (¢, u) est donc
bsintx—bcosty+az=absint(cost —usint)—ab(cost + ucost)+ab(t +u)=abt.

L'équation bsintx —bcosty +az = abt ne dépend pas de la variable u; il
en résulte que pour deux valeurs distinctes (i, u,) de u, I, , =11, ,,.
A droite, la surface I .

3 Une surface de révolution

N .y x=(1-sint)cost
On consideére la courbe 4 du plan O,, paramétrée par ( . ) .
z=(1-sint)sint

et la surface &2 engendrée par révolution de 4 autour de O,.

1. Etudier et tracer la courbe /.

2. Vérifier qu'une équation cartésienne de # est (x> +z%) — (x* + z2%)(x* + 2> +22) — z* = 0.

3. Déterminer un paramétrage de &2, puis une équation cartésienne de 2. Penser aux coordonnées cylin-

driques.

4. Déterminer la section de & avec le plan d’équation z = h (distinguer suivant la valeur de h).

7'[37'[].
22|

1. H(t +2m)=H(t) donc # est fermée et entierement décrite lorsque ¢ décrit

H(m—t)=(-x(t),y(t)), donc il suffit d’étudier # sur I = [—%, g] , puis de compléter le tracé par symétrie
par rapport a l'axe O,,.

_ ((1-sint)cost & _ (2sin?¢-sint—1) _ [ (2sin(z)+1)(sin(t)-1)
Avec H(t) —( )’H’(t) = (cf)lsnt(i—szl?irtn)) —( cos(t)(1=2sin(1)) )

(1-sint)sint

IR I [ S S N R
D’ou le tableau de variations sur[—z,g]: x)|| 0o %5 N1\ \/Tg . 0
yagll-2 / -5 /0N 3 N0

/4
Ce tableau indique un point singulier (0,0) en ¢ = >

N . T
un point a tangente verticale en t = o

o . -7
et deux points a tangente horizontale en ¢ = - ett = r




Avec x = (1 —sint)cost et z = (1 —sint)sint, x? + z2 = (1 —sint)? donc x> + z> + 2z = (1 —sint)? + 2(1 -
sint)sint = (1-sint)((1-sint)+2sint) = (1 —sin¢)(1 +sint) = 1 —sin® ¢ = cos® t et donc

(x2+22) = (x2+22)(x*+ 2% +22) -z = (1 —sint)*> - (1 —sint)?cos® t — (1 —sin¢)?sin®t = 1 —sin¢)? — (1 -
sint)?(cos® ¢ +sin® 1) = 0.

Finalement une équation cartésienne de A est (x2 + z2) — (x? + z2)(x® + 22 +22) - 22 = 0.

L. (1-sint)cost L. L.
Pour ¢ décrivant [—-m, 7], H(t): ( ) décrit la méridienne de 2.

(1-sint)sint
On obtient le point courant P(¢,60) de £ en appliquant a H(¢) une rotation d’axe O, et d’angle 6, de matrice

cosf —sinf 0 (1-sint)costcosf
Ryp=|sin6 cos@® 0];doncM(t,0):Re.H(t)=](1-sint)costsind |.
0 0 1 (1-sint)sint

Ces coordonnées vérifient r* = x? + y? = (1 —sint)? et z = (1 —sint)sin¢; un calcul analogue a celui de la
question 2. montre que

(P+y>+2) - (P +y? +22) (2 +y* + 2% +22) - 22 = 0.

. Le tracé de la méridienne # donne le nombre de points d’intersection de /# avecz =a :

1
0 sia<—20ua>z

1 sia=-2
. 1
2 sia=-
K 4
2 si-2<a<0
3 sia=0
. 1
4 si0<a<-
4

. 1
] sia<-2oua> "
un point sia=-2

. 1
un cercle sia=—
un cercle si-2<a<0

point +cercle sia=0

1
deux cercles si0<a< 1

4 Une surface définie par une équation cartésienne

On consideére la surface . définie par 'équation cartésienne
B+y3+28-3xyz=1.

33
(a) Vérifier que le point A : (5’ > 1) appartient a .,

(b) estun point régulier de .,

(c) etdéterminer I'’équation du plan tangent a A en .

3\ (3)? 33 27 27
(a) (—) +(—) +1-3-—-=2——-—=0donc Ae .
2 2 22 8 4
(b) Posons g(x,y,2z) =x>+y*>-3xyz—1,alors Vg = (3x* -3y z,3y* - 3x 2,3z° = 3x y) donc
3
Vg(A) = n (3,3,-5) #(0,0,0); A est un point régulier de .&.

(c) Une équation du plan tangent a # en A est alors Vg(A)-MA = 0 soit

3x+3y—-5z=4.



