
CHAPITRE 13 CALCUL DIFFÉRENTIEL – EXEMPLES 2023/2024

1 — Dérivées partielles d’une fonction de ℝ2 dans ℝ
On considère la fonction de ℝ2 dans ℝ définie par : 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝑥2𝑦

𝑥2+𝑦2 si (𝑥,𝑦) ≠ (0,0) et 𝑓(0,0) = 0.
On souhaite étudier la continuité et la caractère𝒞1 de 𝑓 sur ℝ2.
On peut remarquer que, pour (𝑥,𝑦) ∈ ℝ2,−2𝑥𝑦 ⩽ 𝑥2+𝑦2 ⩽ 2𝑥𝑦 donc pour (𝑥,𝑦) ≠ (0,0) : −2𝑥𝑦𝑥2+𝑦2 ⩽ 1 ⩽ 2𝑥𝑦

𝑥2+𝑦2 soit
−1
2 ⩽ 𝑥𝑦

𝑥2+𝑦2 ⩽
1
2 , et enfin ∀(𝑥,𝑦) ∈ ℝ

2, |𝑓(𝑥,𝑦)| ⩽ |𝑥|
2 .

Alors lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥,𝑦) = 0 = 𝑓(0,0), donc 𝑓 est continue en (0,0).
De plus 𝑓 est continue par opérations sur ℝ2 ⧵ {(0,0)}, donc 𝑓 est continue sur ℝ2.
Si (𝑥,𝑦) ≠ (0,0), alors
𝜕𝑓
𝜕𝑥 (𝑥,𝑦) =

𝑦
(𝑥2+𝑦2)2 ⒧2𝑥(𝑥

2+𝑦2)−2𝑥.𝑥2⒭ = 2𝑥𝑦3
(𝑥2+𝑦2)2
2𝑥𝑦3

(𝑥2+𝑦2)2
2𝑥𝑦3

(𝑥2+𝑦2)2 , et
𝜕𝑓
𝜕𝑦 (𝑥,𝑦) =

𝑥2
(𝑥2+𝑦2)2 ⒧(𝑥

2+𝑦2)−𝑦.2𝑦⒭ = 2𝑥2(𝑥2−𝑦2)
(𝑥2+𝑦2)2
2𝑥2(𝑥2−𝑦2)
(𝑥2+𝑦2)2
2𝑥2(𝑥2−𝑦2)
(𝑥2+𝑦2)2

Si (𝑥,𝑦) = (0,0), on détermine les dérivées partielles à l’aide des applications partielles :
Pour tout 𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥,0) = 0 donc l’application partielle est constante nulle ; elle est dérivable en 0 et 𝜕𝑓𝜕𝑥 (0,0) = 0𝜕𝑓

𝜕𝑥 (0,0) = 0𝜕𝑓
𝜕𝑥 (0,0) = 0.

Pour tout 𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(0,𝑦) = 0 donc l’application partielle est constante nulle ; elle est dérivable en 0 et 𝜕𝑓𝜕𝑦 (0,0) = 0𝜕𝑓
𝜕𝑦 (0,0) = 0𝜕𝑓
𝜕𝑦 (0,0) = 0.

Si (𝑥,𝑦) ≠ (0,0), alors 𝜕𝑓𝜕𝑥 (𝑥,𝑦) =
2𝑥𝑦3

(𝑥2+𝑦2)2 et
𝜕𝑓
𝜕𝑥 (0,0) = 0.

Alors pour 𝑥 ≠ 0, 𝜕𝑓𝜕𝑥 (𝑥,𝑥) =
2𝑥4
𝑥4 = 2 ≠ 𝑓(0,0), donc lim

𝑥→0
𝑓(𝑥,𝑥) ≠ 𝑓(0,0) ; 𝜕𝑓𝜕𝑥 n’est pas continue en (0,0).

On montre de même que 𝜕𝑓𝜕𝑦 n’est pas continue en (0,0).
Conclusion : ∗ 𝑓 est continue sur ℝ2 ;

∗ 𝑓 admet des dérivées partielles en tout point de ℝ2 ;
∗ 𝑓 est𝒞1 (par opérations) sur ℝ2 ⧵ {(0,0)}, mais pas en (0,0).

2 — Gradient et laplacien d’une fonction de classe 𝒞2

On considère une fonction 𝐺 de classe𝒞2 sur ℝ+, et la fonction 𝑔 de ℝ2 dans ℝ définie par 𝑔(𝑥,𝑦) = 𝐺 ⒧𝑥2+𝑦2⒭.
Vérifier que 𝑔 est𝒞2 sur ℝ2, chercher ses points critiques et déterminer une condition pour que Δ𝑔 = 0.

𝑔 est𝒞2 par opérations, et 𝜕𝑔𝜕𝑥 = 2𝑥𝐺 ′ ⒧𝑥2+𝑦2⒭ ; 𝜕𝑔𝜕𝑦 = 2𝑦𝐺 ′ ⒧𝑥2+𝑦2⒭. Le gradient de 𝑔 est ∇𝑔 = 2𝐺 ′ ⒧𝑥2+𝑦2⒭⒧𝑥𝑦⒭Le gradient de 𝑔 est ∇𝑔 = 2𝐺 ′ ⒧𝑥2+𝑦2⒭⒧𝑥𝑦⒭Le gradient de 𝑔 est ∇𝑔 = 2𝐺 ′ ⒧𝑥2+𝑦2⒭⒧𝑥𝑦⒭.
Les points critiques de 𝑔 sont (0,0), plus les points des cercles de centre𝑂 et de rayon 𝑅 où 𝑅2 est une racine de𝐺 ′.

On trouve ensuite : 𝜕
2𝑔
𝜕𝑥2 = 2𝐺 ′ ⒧𝑥2+𝑦2⒭+ (2𝑥)2𝐺 ′′ ⒧𝑥2+𝑦2⒭ et 𝜕

2𝑔
𝜕𝑦2 = 2𝐺 ′ ⒧𝑥2+𝑦2⒭+ (2𝑦)2𝐺 ′′ ⒧𝑥2+𝑦2⒭, donc

Δ𝑔 = 𝜕2𝑔
𝜕𝑥2 +

𝜕2𝑔
𝜕𝑥2 = 4𝐺 ′ ⒧𝑥2+𝑦2⒭+4(𝑥2+𝑦2)𝐺 ′′ ⒧𝑥2+𝑦2⒭

Il en résulte que Δ𝑔 = 0 si, et seulement si, 𝐺 vérifie l’équation différentielle 𝑦 ′+𝑡𝑦 ′′ = 0
c’est-à-dire que 𝐺 ′ vérifie l’équation (𝐸0) ∶ 𝑦+𝑡𝑦 ′ = 0.
On trouve par résolution que 𝐺 ′(𝑡) = 𝐶1

𝑡 puis 𝐺(𝑡) = 𝐶1 ln𝑡 +𝐶2.
Comme 𝑡 ↦ ln𝑡 n’est pas continue en 0, nécessairement 𝐶1 = 0 et (Δ𝑔 = 0 sur ℝ2)⟺ (𝑔 est constante)(Δ𝑔 = 0 sur ℝ2)⟺ (𝑔 est constante)(Δ𝑔 = 0 sur ℝ2)⟺ (𝑔 est constante).
Cependant (Δ𝑔 = 0 sur ℝ2 ⧵ {(0,0)})⟺ (𝑔(𝑡) = 𝐶1 ln ⒧𝑥2+𝑦2⒭+𝐶2)(Δ𝑔 = 0 sur ℝ2 ⧵ {(0,0)})⟺ (𝑔(𝑡) = 𝐶1 ln ⒧𝑥2+𝑦2⒭+𝐶2)(Δ𝑔 = 0 sur ℝ2 ⧵ {(0,0)})⟺ (𝑔(𝑡) = 𝐶1 ln ⒧𝑥2+𝑦2⒭+𝐶2).

3 — Extremums d’une fonction de ℝ2 dans ℝ
On considère la fonction ℎ de ℝ2 dans ℝ définie par ℎ(𝑥,𝑦) = 𝑥4+𝑦4+4𝑥𝑦.
On veut déterminer les extremums de ℎ sur ℝ2.
ℎ est de classe𝒞2 sur ℝ2 (en tant que polynôme), et 𝜕ℎ𝜕𝑥 = 4𝑥3+4𝑦 ; 𝜕ℎ𝜕𝑥 = 4𝑦3+4𝑥.

Les points critiques de ℎ vérifient alors le système 𝑥
3+𝑦= 0 (1)

𝑦3+𝑥 = 0 (2) , donc 𝑦 = −𝑥3 puis 𝑥 = −𝑦3 = −(−𝑥3)3, c’est-à-

dire 𝑥9−𝑥 = 0. Comme 𝑥9−𝑥 = 𝑥(𝑥4+1)(𝑥4−1) = 𝑥(𝑥4+1)(𝑥2+1)(𝑥+1)(𝑥−1),

1



les points critiques de 𝑓 sont𝑂 ∶ (0,0), 𝐴 ∶ (1,−1) et 𝐴′ ∶ (−1,1).les points critiques de 𝑓 sont𝑂 ∶ (0,0), 𝐴 ∶ (1,−1) et 𝐴′ ∶ (−1,1).les points critiques de 𝑓 sont𝑂 ∶ (0,0), 𝐴 ∶ (1,−1) et 𝐴′ ∶ (−1,1).
Pour déterminer la nature de ces points critiques, on utilise la matrice hessienne :

𝐻(𝑥,𝑦) =
⎛
⎜⎜
⎝

𝜕2ℎ
𝜕𝑥2

𝜕2ℎ
𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2ℎ
𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2ℎ
𝜕𝑦2

⎞
⎟⎟
⎠
= 4⒧3𝑥

2 1
1 3𝑦2⒭, et le tableau

(𝑥,𝑦) ℎ(𝑥,𝑦) det(𝐻) Tr (𝐻) Sp (𝐻) nature
(0,0) 0 −16 0 {−4,4} point-col
(1,−1) −2 128 24 {8,16} minimum
(−1,1) −2 128 24 {8,16} minimum

4 — Deux équations aux dérivées partielles
Soit ∗ le changement de variables (𝑢,𝑣) = (𝑥+𝑦,𝑥𝑦),

∗ le domaine Δ+ = (𝑥,𝑦) ∈ ℝ2,𝑦 > 𝑥,

∗ les équations aux dérivées partielles (𝐸1) ∶ 𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑥 −𝑦𝜕𝑓𝜕𝑦 = 0 et (𝐸2) ∶ 𝑥

𝜕𝑓
𝜕𝑥 −𝑦𝜕𝑓𝜕𝑦 = (𝑦−𝑥)𝑓.

On cherche à résoudre (𝐸1) et (𝐸2) sur Δ+.

Rappel : Pour (𝑢,𝑣) ∈ ℝ2, tels que𝑢2−4𝑣 > 0,∃!(𝑥,𝑦) ∈ Δ+ tel que𝑥+𝑦 = 𝑢
𝑥𝑦 = 𝑣 :𝑥 = −𝑢−√𝑢2−4𝑣

2 ,𝑦 = −𝑢+√𝑢2−4𝑣
2 .

La formule de la chaîne donne :
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

𝜕𝑓
𝜕𝑥 = 𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑢 + 𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑣 = 𝜕𝑓

𝜕𝑢 +𝑦𝜕𝑓𝜕𝑣 (1)
𝜕𝑓
𝜕𝑦 = 𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜕𝑓
𝜕𝑢 + 𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜕𝑓
𝜕𝑣 = 𝑥 𝜕𝑓𝜕𝑢 + 𝜕𝑓

𝜕𝑣 (2)

Alors : (2)− (1) : 𝜕𝑓𝜕𝑥 − 𝜕𝑓
𝜕𝑦 = (𝑥−𝑦) 𝜕𝑓𝜕𝑣 et 𝑥(1)−𝑦(2) : 𝑥 𝜕𝑓𝜕𝑥 −𝑦𝜕𝑓𝜕𝑦 = (𝑥−𝑦) 𝜕𝑓𝜕𝑢 .

Donc (𝐸1) ∶ 𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑥 −𝑦𝜕𝑓𝜕𝑦 = 0 s’écrit (𝑥−𝑦) 𝜕𝑓𝜕𝑢 = 0 donc, puisque 𝑦 > 𝑥 : 𝜕𝑓𝜕𝑢 = 0.

Les fonctions 𝑓 qui vérifient 𝜕𝑓𝜕𝑢 = 0 sont de la forme 𝑓 = 𝐹1(𝑣), où 𝐹1 est une fonction de classe𝒞1.

Les solutions de (𝐸1) sont de la forme 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝐹1(𝑥𝑦).Les solutions de (𝐸1) sont de la forme 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝐹1(𝑥𝑦).Les solutions de (𝐸1) sont de la forme 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝐹1(𝑥𝑦).
𝜕𝑓
𝜕𝑥 − 𝜕𝑓

𝜕𝑦 = (𝑥−𝑦) 𝜕𝑓𝜕𝑣 et 𝑥 𝜕𝑓𝜕𝑥 −𝑦𝜕𝑓𝜕𝑦 = (𝑥−𝑦) 𝜕𝑓𝜕𝑢 .

Donc (𝐸2) ∶ 𝑥
𝜕𝑓
𝜕𝑥 −𝑦𝜕𝑓𝜕𝑦 = (𝑦−𝑥)𝑓 s’écrit (𝑥−𝑦) 𝜕𝑓𝜕𝑢 = (𝑦−𝑥)𝑓 donc, puisque 𝑦 > 𝑥 : 𝜕𝑓𝜕𝑢 =−𝑓.

On rappelle que les solutions de 𝑦 ′ = −𝑦 sont de la forme 𝑢 ↦ 𝐶2e−𝑢 ; résolvons l’équation
𝜕𝑓
𝜕𝑢 = −𝑓 par analogie

en posant 𝑓 = 𝐾(𝑢,𝑣)e−𝑢.

Alors 𝜕𝑓𝜕𝑢 +𝑓 = 𝜕𝐾
𝜕𝑢 e−𝑢 −𝐾e−𝑢 +𝐾e−𝑢 = 𝜕𝐾

𝜕𝑢 , qui est nul si, et seulement si, 𝐾 =𝐹2(𝑣) où 𝐹2 est de classe𝒞1 sur ℝ.
Donc 𝑓 = 𝐹2(𝑣)e−𝑢. Les solutions de (𝐸2) sont de la forme 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝐹2(𝑥𝑦)e−𝑥e−𝑦.Les solutions de (𝐸2) sont de la forme 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝐹2(𝑥𝑦)e−𝑥e−𝑦.Les solutions de (𝐸2) sont de la forme 𝑓(𝑥,𝑦) = 𝐹2(𝑥𝑦)e−𝑥e−𝑦.
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