CHAPITRE 13 CALCUL DIFFERENTIEL — EXEMPLES  2023/2024 I

1 — Dérivées partielles d’une fonction de R? dans R

x2y
T3y2 si (x,y) #(0,0) et £(0,0) =

On considere la fonction de R? dans R définie par : f (x, y) =

On souhaite étudier la continuité et la caractere €' de f sur R,

On peut remarquer que, pour (x,y) € R?,—-2xy < x? + y* < 2xy donc pour (x,y) # (0,0) : —2xy <ls< 2xy soit
) ’ ) ) ) . x2 + y2 x2 + y2
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> x2x+yy > , etenfin V(x,y) € R?, |f(x,y)| < I;Cl

Alors ( hm f(x y) =0=£(0,0), donc f est continue en (0, 0).

xy)—

De plus f est continue par opérations sur R?\ {(0,0)}, donc f est continue sur R2.

Si (x,y) # (0,0), alors

af(x y=— (2x(x*+y*) -2x.x%) = 2xy° af( )= - (*+y*) —y.2 )—2x2(x2_y2)

ox )= (x2+y2)2 y (x 2+y2)2’ y Xy (x2+y2)2 y y-2y) = (x2+y2)2

Si (x,y) = (0,0), on détermine les dérivées partielles a I’aide des applications partielles :

0
Pour tout x € R, f(x,0) = 0 donc 'application partielle est constante nulle; elle est dérivable en 0 et é(o, 0)=0.

0
Pour tout x € R, f(0, y) = 0 donc 'application partielle est constante nulle; elle est dérivable en 0 et %(0, 0)=0

C2xy® 6f

Si (x,y) #(0,0) lrg( )= et —(0,0)=0
X,y ,0), alors = (x, y ey 2)2 5 00 =

0 2
Alors pour x # 0, %(x,x) = xi =2+ £(0,0), donc hmf(x x) # f(0, 0), f n'est pas continue en (0, 0).

On montre de méme que O_f n'est pas continue en (0, 0).
y

Conclusion : * f est continue sur R?;
* f admet des dérivées partielles en tout point de R?;
* f est €' (par opérations) sur R?\ {(0,0)}, mais pas en (0,0).
2 — Gradient et laplacien d’une fonction de classe %*

On considére une fonction G de classe € sur R, et la fonction g de R? dans R définie par g(x,y) = G (x* + y?).
Vérifier que g est €2 sur R?, chercher ses points critiques et déterminer une condition pour que Ag = 0.
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g est €2 par opérations, et £ =2xG'(x* +y?); 5 =2yG'(x?+y?). Le gradient de g est Vg = 2G' (x% + y?) ; :

Les points critiques de g sont (0,0), plus les points des cercles de centre O et de rayon R ot1 R? est une racine de G'.
o o

On trouve ensuite : 6xg =2G' (x*+y?) + (20)*G" (x* +y?) et a—y‘g; =2G' (x*+y*) + 2y)*G" (x* + ¥?), donc

g d°g
Ag=—2+=-2
87 ox2 " ox?
Il en résulte que Ag = 0 si, et seulement si, G vérifie I'équation différentielle y' +ty”" =0
c'est-a-dire que G ' vérifie I'équation (Ep) : y +ty' = 0.

=4G' (x*+y?) +4(x* +y))G" (x* +y?)

On trouve par résolution que G'(¢) = 71 puis G(t) = C;Int + C,.

Comme t — Int n'est pas continue en 0, necessalrement C,=0et(Ag=0sur IRZ) < (g est constante).
Cependant (A g = 0 sur R*\ {(0,0)}) <> (g(t) = C,In(x2 +y?) + G,).

3 — Extremums d’une fonctlon de R? dans R

On considere la fonction & de R? dans R définie par h(x,y) = x* + y* +4x y.
On veut déterminer les extremums de h sur R?.

o0h 0h
h est de classe € sur R? (en tant que polyndéme), et i 4x3 +4y; e 4y% + 4x.
S+y=0 (1
P+x=0 (2)
dire x —x =0.Comme x? —x = x(x*+ D(x* - 1) = x*+ D2+ D(x+ D(x - 1),

Les points critiques de & vérifient alors le systéme { ,donc y = —x3 puis x = -y = —(=x%)3, clest-a-



les points critiques de f sont O: (0,0), A: (1,-1) et A': (-1,1).
Pour déterminer la nature de ces points critiques, on utilise la matrice hessienne :

*h  0*h | (x,y) ][ h(x,y) [ det(H) | Tr(H) | Sp(H) [ nature |
0x2  0xdy 3x* 1 0,0) 0 ~16 0 | {-4,4} | point-col
H(x,y)= =4 , etle tabl ’ ’
= g2 *h ( 1 3y2) cretdellra Ty T =2 128 24 | (8,16} | minimum
0x0y  dy? (-1,1) -2 128 24 {8,16} | minimum
4 — Deux équations aux dérivées partielles
Soit * le changement de variables (i, v) = (x +y, xy),
% le domaine A* = {(x,y) eER%y > x},
0 0 0
* les équations aux dérivées partielles (E,) : x%—y%zo et (Ey): x—i—ya =y -x)f.
On cherche a résoudre (E;) et (E,) sur A*.
+y= —u—\Vu2-4 —u+Vu2—4
Rappel: Pour (u,v) € R?, tels que u*—4v > 0,3!(x,y) € A* telque{x y=uwo o THovwoAr TuE 2” v,
xXy=v
o)
of [ouof [ ovor_of O
La f le de la chaine d )oéx oOxOou O0xOv Odu - Ov
a formule de la chaine donne : of 0u6f+6v0f ﬁ of "
0y 0y du Oy ov au ov
of of of of of 5f
Alors: (2)—(1): =— - — = (x—y)— et x(1) - y(2) : x = — =(x—y)=—
ors: (2) —(1) I ay( y) ex()y()xxya =(x y)
0 0 0
Donc (E;) : x—£ —y f = 0 s’écrit (x—y)% =0donc, puisque y > x : 6—]; =0.

0
Les fonctions f qui vérifient O_f =0 sont de la forme f = F, (v), ou1 F, est une fonction de classe €.
u

Les solutions de (E,) sont de la forme f (x, y) = F, (x y).

of of of ~_of of of
— - —=(x-y)—etx—-y—=(x-y)=—.
0x Oy (x y)dv ¢ xdx y@y x y)au
0 0 0 0
Donc (E,) : x—f —y f = (y —x)f s’écrit (x — y)—f (y —x)f donc, puisque y > x : 6];
0
On rappelle que les solutions de y’ = —y sont de la forme u — C,e™; résolvons I'équation % = —f par analogie
en posant f = K (u,v)e™™.
0 0K 0K
Alors % +f= Ee —Ke™™+Ke™= T qui est nul si, et seulement si, K = F,(v) ol F, est de classe € sur R.

Donc f = F,(v)e™". Les solutions de (E,) sont de la forme f(x,y) = F,(xy)e *e7Y.



