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CHAPITRE 12 EXEMPLES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES 2024/2025

1 — Une équation du premier ordre a coeffs variables

SoitI'équation : (x? - 1)y’ +2xy =2x%—x
Léquation homogene associée est (x> — 1)y’ +2xy = 0.
I'ensemble des solutions sur ] —1,1[ est une droite vectorielle.

" -2x d
Au brouillon, écrivons Y - = —(
y x?-1 dx

Par intégration, on obtientlny = —In|x?— 1| + cte; y(x) =

—ln|x2—1|).

convient sur | —1,1[.

x2-1
Pensemble des solutions sur ]—1,1[ est la droite vectorielle dirigée par u(x) = o1
k
Appliquons la méthode de variation de la constante, en cherchant des solutions y(x) = k(x)u(x) = xz(f)l .

y'=k'u+ku'donc(x*-1)y'-2xy=(x*-1)(k'u+ku')-2xku=(x*-1uk'+((x*-L)u'-2xu)k = k.
2

convient, donc

Léquation compléte (x*> — 1)y’ —2xy = 2x3 — x devient donc k'(x) = 2x% — x; k(x) =

x*-x2 1 x? . e , .
y(x)= s Eo1- 32 est une solution particuliére de I'équation compléte.
2
o
La solution générale de I'équation compléte est y(x) = % + -2 CeR.

Courbes intégrales de I'équation sur les intervalles de résolution.
2

En plus gras, la solution x — %, polynomiale, prolongeable surR.
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2 — Une équation du second ordre a coefficients variables
On considére I'équation linéaire du second ordre : (x> —1)y" +3xy’'+y =0
On cherche les solutions de cette équation développables en série entiére :

o0
y(x) =) a,x".(avec unrayon de convergence R)
n=0

+00 +00
3xy'(x)=) 3na,x" =) 3na,x".
n=1

n=0
+00
—y"(x)=) -n(n-1)a,x"?*= Z —(n+2)(n-1)a,,,x".
=2
n+00 +00
x*y"(x)=3Y n(n-1a,x" =) n(n-1a,x".
n=2 n=0

+00
Donc (x*-1)y"+3xy'+y =) (-(n+1)(n+2)a,,, +(n(n-1)+3n+1)a,)x".
n=0

+00
Alors (x* = 1)y"+3xy"+y =Y (n+1)(n+2)a,,, - (n+1a,)x"
n=0
Donc (x> -1)y” +3xy'+y = 0si, et seulement si : vneN, (n+2)a,,,=(n+1a,.
Sion prend a, = 1, a; = 0, on montre par récurrence sur n € N a,,_; = 0, obtenant ainsi une solution paire u.
Sion prend a, = 0, a; = 1, on montre par récurrence sur n € N a,,, = 0, obtenant ainsi une solution impaire v.
Alors I'ensemble des solutions DSE de I’équation différentielle est le plan vectoriel Vect(u, v) : comme I'ensemble
de toutes les solutions est de dimension 2, on en déduit que les deux ensembles sont égaux, et donc que
toutes les solutions de ’équation sont DSE.

Donc (x*>—1)y" +3xy’+y = 0si, et seulement si : VneN,(n+2)a,,,=(n+1)a,.
2k +1
En remplacant n par 2k, on trouve a,;., = maz’“’ donc:
2k+2
Qi X 2k+1
2k+2 | = ‘ Y x2| — |x?|; le critere de d’Alembert montre que le rayon de convergence de u est 1.
Ay X

De méme, le rayon de convergence de v est 1, et toutes les solutions de I'’équation sont des séries entieres de rayon
de convergence égal a 1.

a 2k +1 nl g 12k +1 a 2n 2n
2k+2 — donne l—[ 2k+2 — SOitﬂ — ( ) ( ) z ( )
ay,  2k+2 kz0 (or o2k +2 a, (2".n)? o (2n. n')2
Donc (x> -1)y” +3xy'+y = 0si, et seulement si :
VneN,(n+2)a,,,=—-(n+1)a,.
2k
En remplacant n par 2k — 1, on trouve a,;.,, = —ma%_l, donc:
a 2k - - a 2".n!)? 2" .n!
2k+1 - _ donne 1_[ 1_[ soit =21 2n+1 =( )n ( ) ( ) Z ( ) 2n+l‘
Ayp_q 2k +1 k=0 azk ko 2k+1 a, @Crn+1)° o (2n+1)!
+oo 2123 ... Z1=2n 2" +0 (2p)!
On peut remarquer que ——— = y 22 ()" =) ——=x™"
1-x2 n=0 L2 = (2m.n)

1
V1 —x2
En posant y(x) = z(x)u(x), I'équation (x> —1)y” +3xy’' +y = 0 se rameéne a (2 — 1)z" + t z' = 0, soit (en posant
Z = w)

etalors u(x) =

(t?-1Do'+tw=0.

On trouve w(z) = , puis z(t) = C, arcsint + C,, et enfin
2

1-¢

arcsin(t) . C,

Vi-z2 Vi-2

y()=GC
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