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CHAPITRE 8 INTÉGRALES GÉNÉRALISÉES (EXEMPLES) 2024/2025

1 — Nature et valeur de 
1

0
𝑡e−𝑡d𝑡

1

0
𝑡e−𝑡d𝑡

1

0
𝑡e−𝑡d𝑡 et 

+∞

0
e−√𝑥d𝑥

+∞

0
e−√𝑥d𝑥

+∞

0
e−√𝑥d𝑥.

𝑡 ↦ 𝑡e−𝑡 et 𝑥↦ e−√𝑥 sont continues et positives sur [0;+∞[.
En vertu des croissances comparées, lim

𝑡→+∞
𝑡3e−𝑡 = 0 donc 𝑡e−𝑡 = 𝑜𝑡→+∞ ⒧ 1𝑡2 ⒭, et lim

𝑥→+∞
𝑥2e−√𝑥 = 0 donc e−√𝑥 =

𝑜𝑥→+∞ ⒧ 1𝑥2 ⒭.

En tenant compte de la convergence de
+∞

1

d𝑡
𝑡2 , ceci garantit la convergence des deux intégrales


1

0
𝑡e−𝑡d𝑡 et

+∞

0
e−√𝑥d𝑥.

Posons en vue d’une intégration par parties dans
1

0
𝑡e−𝑡d𝑡 : 𝑢

′(𝑡) = e−𝑡

𝑣(𝑡) = 𝑡 ; 𝑢(𝑡) = −e−𝑡
𝑣′(𝑡) = 1 .

Alors 𝑢(𝑡)𝑣(𝑡) = −𝑡 e−𝑡 qui vaut 0 en 0 et tend vers 0 en +∞, donc le crochet [𝑢𝑣]+∞0 converge et vaut 0 :


1

0
𝑡e−𝑡d𝑡 = 0−

1

0
−e−𝑡d𝑡 = 1. Finalement 

1

0
𝑡e−𝑡d𝑡 = 1

1

0
𝑡e−𝑡d𝑡 = 1

1

0
𝑡e−𝑡d𝑡 = 1.

Effectuons dans 
+∞

0
e−√𝑥d𝑥 le changement de variable 𝑥 = 𝑡2,𝒞1 et strictement croissant de ℝ+ dans ℝ+ : d𝑥 =

2𝑡d𝑡, donc
+∞

0
e−√𝑥d𝑥 =

+∞

0
e−𝑡2𝑡d𝑡 = 2

+∞

0
𝑡e−𝑡d𝑡 et alors

+∞

0
e−√𝑥d𝑥 = 2

+∞

0
e−√𝑥d𝑥 = 2

+∞

0
e−√𝑥d𝑥 = 2.

2 — Nature et valeur de 
+∞

0
e−𝑥𝑡 cos(2𝑡)d𝑡

+∞

0
e−𝑥𝑡 cos(2𝑡)d𝑡

+∞

0
e−𝑥𝑡 cos(2𝑡)d𝑡.

On considère 𝑥 > 0, et on veut calculer 𝐺(𝑥) =
+∞

0
e−𝑥𝑡 cos(2𝑡)d𝑡.

Comme e−𝑥𝑡 cos(2𝑡) ⩽ e−𝑥𝑡 et que 𝑡 ↦ e−𝑥𝑡 est intégrable sur ℝ+, 𝑡 ↦ e−𝑥𝑡 cos(2𝑡) est intégrable sur ℝ+, c’est-à-
dire que 𝐺(𝑥) converge.
De même e−𝑥𝑡 cos(2𝑡) = e−𝑥𝑡 , donc

+∞

0
e−𝑥𝑡e2𝑖𝑡d𝑡 converge, et 𝐺(𝑥) = Ré ⒧

+∞

0
e−𝑥𝑡e2𝑖𝑡d𝑡⒭.

Or, pour 𝑥 > 0, 
+∞

0
e−𝑥𝑡e2𝑖𝑡d𝑡 = 

+∞

0
e(−𝑥+2𝑖)𝑡d𝑡 = e

(−𝑥+2𝑖)𝑡

−𝑥+2𝑖 
+∞

0
= 1
𝑥−2𝑖 =

𝑥+2𝑖
𝑥2+4 ; en passant à la partie réelle,

on trouve
+∞

0
e−𝑥𝑡 cos(2𝑡)d𝑡 = 𝑥

𝑥2+4
+∞

0
e−𝑥𝑡 cos(2𝑡)d𝑡 = 𝑥

𝑥2+4
+∞

0
e−𝑥𝑡 cos(2𝑡)d𝑡 = 𝑥

𝑥2+4 .

3 — Nature et valeur de 
+∞

0

√𝑡 ln𝑡
1+𝑡3 d𝑡

+∞

0

√𝑡 ln𝑡
1+𝑡3 d𝑡

+∞

0

√𝑡 ln𝑡
1+𝑡3 d𝑡.

ℎ ∶ 𝑡 ↦ √𝑡 ln𝑡
1+𝑡3 est continue sur ℝ∗+, positive sur ]0;1] et négative sur [;+∞[. De plus, lim

𝑡→0
ℎ(𝑡) = 0 (croissances

comparées) donc ℎ est prolongeable par continuité sur [0;+∞[.
𝑡2ℎ(𝑡) = 𝑡5/2 ln𝑡

1+𝑡3 ∼
𝑡→+∞

ln𝑡
√𝑡

→ 0 donc ℎ(𝑡) = 𝑜𝑡→+∞ ⒧ 1𝑡2 ⒭, ce qui garantit l’intégrabilité de ℎ « au voisinage de +∞ »,

donc sur [0;+∞[.
Pour déterminer la valeur de l’intégrale𝐾 =

+∞

0

√𝑡 ln𝑡
1+𝑡3 d𝑡, on va effectuer un changement de variable𝑢 = 1

𝑡 (cette
méthode doit faire l’objet d’une indication.).Uneméthodealternative est d’effectuerune intégrationparparties pour
dériver le logarithme, mais les calculs sont épouvantables.
𝑡 ↦𝑢 = 1

𝑡 est𝒞
1 et strictement décroissante de ℝ∗+ sur lui-même, et d𝑡 = −d𝑢

𝑢2 ; donc

𝐾 =
+∞

0

√𝑡 ln𝑡
1+𝑡3 d𝑡 =

0

+∞

− ln𝑢
√𝑢⒧1+ 1

𝑢 ⒭
3 ⒧

−d𝑢
𝑢2 ⒭ = −

+∞

0

ln𝑢√𝑢
(1+𝑢)3 d=−𝐾 donc𝐾 =

+∞

0

√𝑡 ln𝑡
1+𝑡3 d𝑡 = 0𝐾 =

+∞

0

√𝑡 ln𝑡
1+𝑡3 d𝑡 = 0𝐾 =

+∞

0

√𝑡 ln𝑡
1+𝑡3 d𝑡 = 0.
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4 — Nature de 
1

0
sin 1𝑡d𝑡

1

0
sin 1𝑡d𝑡

1

0
sin 1𝑡d𝑡.

𝑡 ↦ sin 1𝑡 est continue sur ]0;1], et change de signe une infinité de fois sur tout voisinage de 0.

Pour étudier la naturede cette intégrale, effectuonsunchangementde variable𝑢 = 1
𝑡 ,𝒞

1 et strictementdécroissant

de ]0;1] dans [1;+∞[ : d𝑡 = −d𝑢
𝑢2 , donc

1

0
sin 1𝑡 d𝑡 a la même nature (et la même valeur)

que
1

+∞
sin𝑢⒧−d𝑢𝑢2 ⒭ =

+∞

1
⒧sin𝑢𝑢2 ⒭d𝑢.

Mais 𝑢↦ sin𝑢
𝑢2 est continue sur [0;+∞[, et

sin𝑢
𝑢2 =𝒪𝑢→+∞ ⒧ 1𝑢2 ⒭.

L’intégrabilité de 𝑢 ↦ 1
𝑢2 sur [1;+∞[ entraîne

donc celle de 𝑢 ↦ sin𝑢
𝑢2 sur cet intervalle, donc

la convergence de
1

0
sin 1𝑡 d𝑡.la convergence de

1

0
sin 1𝑡 d𝑡.la convergence de

1

0
sin 1𝑡 d𝑡.
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