Maths — PT chapitre 8 : intégrales généralisées Lycée Mandela 2024/2025

CHAPITRE 8 INTEGRALES GENERALISEES 20242025

Dans ce chapitre, on considére K = R ou C et des fonctions définies de R dans K.
1 — Intégrale d’une fonction continue sur un segment [a, b]
[Déﬁnition et propriété : primitives d’'une fonction continue]

Soit f une fonction continue sur un segment I = [a, b], b = a.

Alors, il existe une fonction F de classe 6" sur I, telle que F’'(x) = f(x) pour tout x € I.

F est appelée une primitive de f sur I.
Toutes les primitives de f different d'une constante.

[Déﬁnition et propriété : lien entre primitive et im‘égmle]
Avec les hypotheéses ci-dessus, soit ¢ € I, il existe une unique primitive F de f qui s'annule en c :
{F est€'surletVxel, F'(x)=f(x)
F(c)=
Ceci définit l'intégrale entre c et x de la fonction f continue sur I.
Construction de I'intégrale d’une fonction continue sur un segment :

esvxel, F(x)= fxf(t)dt

b
on démontre qu’il existe une suite de fonctions en escalier qui « converge » vers f, et on définit f f(t)dt par
a
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[ Propriété 1 :linéarité de I'intégration ]
Soit f et g deux fonctions continues sur I = [a, b], et A et u deux éléments de [K; alors A f + 1 g est continue
sur [a, b] et

b b b
[[ar+uwar=2 [ pde+u [ g
[ Propriété 2 : positivité de 'intégration ]
b
Si b > a, alors (Vx(—:[a,b],f(x)zo):(f f(t)dt>0)
[ Propriété 3 : intégrale nulle ]
Vx €[a,b],f(x)=0
Si b > a, et f continue sur [a, b], alors b — (Vx€[a,b],f(x)=0
f [a, D] ff(t)dtzO ( [a, ], f(x)=0)

[ Propriété 4 : relation de Chasles J
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soit f une fonction continue sur 'intervalle [min (a, b, ¢), max(a, b, ¢)], alors

f:f(t)dt:fahf(t)dt+fhcf(t)dt

En conséquence, fbf(t)dt = —fbaf(t)dt et fuf(t)dt =0.

[ Propriété 5 : changement de variable ]

Soit ¢ : [, B] — R une fonction de classe €' et strictement monotone sur [a, 8], et f une fonction continue

sur l'intervalle ¢([a, B]), alors
(B

) B
Flu)du = [ Flo(D)g'(t)dr

.4

H
Dans l'intégrale f sin® tdt, on fait le changement de variable u = cost = ¢(t). Ce changement est strictement

¢(a)

décroissant sur l'intervalle |0, Z[, et du = —sinrdt, ¢(0) =1, ¢ (%) =0, donc

3 2 0 w2
f sin® tdt:f (1-cos? t)sintdt:f (1-w?)(-du)=|u-—| ==.
0 0 1 3 3

0
X
5" Bien que cos ne soit pas injectif sur R, ce changement peut étre appliqué a I'intégrale f sin® tdt pour tout x € R.
0

[ Propriété 6 : intégration par parties J

Soit u et v deux fonctions de classe €, alors

b b
fu’(t)u(t)dt:[u(t)u(t)]g—f uw()v'(0)dt

» Calcul d'une primitive du logarithme :

W(r)=1 ‘{M(I)Zl‘

Posons en vue d'une intégration par parties ,
v(t)=Int v'(t) =

X Xt
Six>0,alorsf lntdtz[tlnt]’f—f ;dtlenx—x+1.
1 1

Une primitive du logarithme est x — xInx — x + 1.
On obtient de maniére analogue (a faire a titre d’exercice) :

1
Une primitive de I'arc tangente est x — x arctan x — > In(1+x2)

1
» Une primitive de x — ———.
P (1+x2)2
W(t)=1 u(t)=t
Posons en vue d'une intégration par parties 1 G -2t . Alors
v(i)=—— |VD=q
1+ 12 (1+12)

n=[ dt =[_t ]x_fx 2 g X +2fx—t2+l_ldt'

Yo 142 L1+22l0 Jo (1+1£2)2 1+x2 o (1+1£2)2

L=—" +2(fx dr —fx dr ): Y op 2L soit2l = —— +1
1+x2 o 1+22 Jo (1+12)2) 1+x2 T 72 T

X dt 1 X x o dr 1 x 1
donclzzf :—( +f ):— + —arctanx
o (1+12)2 2 1+x%2 Jo 1+¢t2) 21+x2 2
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2 — Intégrale généralisée d’une fonction continue
2.1 — Intégrales généralisées sur [a,+oo[
[Déﬁnition :intégrale convergente]

Soit f une fonction a valeurs dans K continue sur [a, b,
+o00o

X
On dit que lintégrale f(t)dt convergentelorsque f f(t)dt aune limite finie lorsque x tend vers +oo.
a a

+00 +00
Si tel est le cas, on note [ fou f f(t)dt cette limite.
a a

+00
Dans le cas contraire, on dit que « f f(t)dt est divergente ».
a

-

+oo  dt . a dt 4 . dt 7
> :Sia >0, alorsf = [arctant]; = arctana — 0 donc lim =—.
b 12+1 o r2+1 a—tooJo 241 2

f o _de converge et vaut ~
b t2+1 8 2°

-t
donc

+00 -1 -
> f 27'dt: t — 27" = "% 3 pour primitive — e "?" =
o In2 In2

a
f 27tdt =
0

[ Propriété 7 : comparaison série/intégrale (complément) ]

1-279 a 1 [+ 1
= donc lim f 270 = —. f 2-tdt converge et vaut —.
0 In2 a—+o0 Jo In2 Jo In2

_ot
In2

Soit f une fonction décroissante et continue sur [0, +ool, a valeurs réelles positives, alors la série Y _ f(n) a

n=0

+00
la méme nature que f f(t)dz.
0

[ Propriété 8 : convergence des intégrales de fonctions positives ]

Soit f une fonction continue sur [a, +oo et a valeurs positives,
+00

X
f(t)dt converge si et seulement si F : x — f f(t)dt est majorée sur [a, +ool.
a

[ Propriété 9 : comparaison sur un intervalle [a, +oo[ J

Soit a € R, et f et g deux fonctions continues et positives sur I = [a, +oo :
+00 +oo

sif <g,etque g(t)dt converge, alorsf f(t)dt converge.
a

a
+00 +00
= s1f(x)x ~+O°g(x), alorsfa f(e)dr etfa g(t)dt ont méme nature.

—

2.2 — Intégrales généralisées sur [a, b|
Ici b représente un élément de R U {+00}, et a un réel strictement inférieur a b.

[Déﬁnition :intégrale convergente]

Soit f une fonction a valeurs dans K continue sur [a, b|,

b X
alors I'intégrale f f(t)dt est dite convergente lorsque f f(t)dt aune limite finie lorsque x tend vers b.
a a
b b
Si tel est le cas, on note f f(¥)dt ou f f cette limite.
a a

b
Dans le cas contraire, on dit que « [ f(t)dt est divergente ».
a

Remarques:

» Une intégrale est soit convergente, soit divergente. Ceci constitue sa nature.

b
» Si f f(t)dt converge, ce symbole désigne a la fois une limite et la valeur de cette limite, et peut étre utilisée

a
dans un calcul, avec toutes les restrictions propres aux calculs sur les limites.

b
>» Si f f(t)dt diverge, il ne faut pas tenter d’attribuer une valeur a ce symbole, ni de 'utiliser dans un calcul.
a

b
» Si f est continue sur [a, b], 'intégrale f dt est « naturellement » convergente. On peut parler dans ce cas

a
d’intégrale ordinaire ou intégrale de Riemann.
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i Exemple 4

-1t adt adr 0 dt
ila<0, alorsf - = [In|t]]%, = —Ina donc lim — =+oo.f Tdiverge.
-1

a=0_Jo t -1

2.3 — Théorémes de comparaison

[ Propriété 10 : comparaison sur un intervalle [a, b[ ]

Soit a € R, et f et g deux fonctions continues et positives sur I = [a, b] :

b b
sif<g,et quef g(t)dt converge, alorsf f(t)dt converge.
a a

b b
[~]: sif(x) ~bg(x), alorsf f(e)dr etf g(t)d¢ ont méme nature.
xX— a a

I Remarques : > A 1l ne faut pas oublier de vérifier 'hypothése de positivité.

b
» Si on ne connait pas a priori la nature de f f, la comparaison par ~ est la plus facile a

a
mettre en place, a condition de savoir manipuler les équivalents.

b b
» Si0<sf<g,et quef f(t)dt diverge, alorsf g(t)dt diverge.
a a

b
» Si0< f=0,(g) ou0 < f=0,(g), et que f g(t)dt converge, alors il existe ¢ € [a, b tel
a

b b
que x € [c,b[= f(x) < g(x), dou la convergence def f(¥)dt, puis def f(r)dt (c¢f la
c a
propriété 10 d’indifférence de la borne inférieure).

2.4 — Intégrales généralisées sur un intervalle quelconque

» Lorsque f est continue sur l'intervalle semi-ouvert |a, b], on définit I'intégrale généralisée f f(t)dt de ma-
niere analogue;

b
» Lorsque f est continue sur 'intervalle ouvert |a, b[, on définit I'intégrale généralisée f f(t)dt en posant, ¢
a

étant un réel quelconque de |a, b| :

b c b c b
ff(t)dt:/f(t)dt+f f(t)dtsilesdeuxintégralesff(t)dtetf f(t)dt convergent.

c b b
A Si au moins une des deux intégrales f f(r)dt et f f(t)dt diverge, on considére que f f(t)dt diverge.
a c a

1 1 1
> f Inzdt :sia >0, alors f Intdt = —alna + a -1 d’aprés 'exemple 1, donc liII(l] Intdt = -1.
0 a a—

a

1
f Intdt converge et vaut —1.

a dt . /4
> f :siae0,1], alorsf = [arcsint]j = arcsina donc lim =arcsinl = —.
V1-1t2 V1 2

a=l-Jo \/1—¢2

b4
converge et vaut 5

fo\/l—tz
1 dr
> =
1yV1-12
fl dr
-14/1-1¢2

tdr 0 dt Tdr . . . , —adt Ldr
f f - diverge comme somme de deux intégrales divergentes, bien que f . + / - = 0
-1 a
pour tout ac€] 0 1].

: par un calcul analogue au précédent, f

dr
1y/1-1¢2

converge et Vaut , donc par additivité :

converge et vaut .

2.5 — Intégrales de référence
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1dr +00
Soita eR: > f P converge si et seulementsi @ < 1; f P converge si et seulement si a > 1.
0 1

1 +00
> f Intdt converge; f e %'dr converge si et seulement si & > 0.

0 0
Extension du théoréme de comparaison a un intervalle quelconque :
» Ja,b], ot1 a € RU{—o0}. On raisonne par « symétrie ».
» la, b : soit ¢ un élément quelconque de ]a, b|, alors
b c b
f f(t)dt converge si, et seulement si, f f(t)dt converge et f f(t)dt convergent.
a a c

Cette additivité (liée a la relation de Chasles) a pour conséquence la propriété suivante :
[ Propriété 11 :indifférence de la borne inférieure ]

b b
Si f est continue sur [a,c],a< ¢ < b, alorsf f(r)dt etf f(t)dt ont méme nature.
c a

2.6 — Extension des propriétés aux intégrales généralisées
[ Propriété 12 :linéarité de I'intégration ]

b b
Soit f et g deux fonctions continues sur I, telles que f fet f g convergent, et A et u deux éléments de K;
a a

b
alors f (Af +pg)(tr)dt converge et
a

b b b
[[ar+upoade=a[ poraeen [ g

A condition que deux au moins des trois termes de cette égalité convergent

A Ne pas utiliser cette propriété pour scinder une intégrale convergente en somme de deux intégrales divergentes,
par exemple en écrivant :

+00 +0o too
f (\/ 1+13- \/F] dr = f V1+3de —f Vi3de (ces deux dernieres intégrales divergent)
0 0 0

[ Propriété 13 : positivité de l'intégration ]

b
Sib>aet quef f(¢)dt converge, alors
a

b
(Vx € [a, b], f(x) = 0) = (fa F(o)de = 0)

[ Propriété 14 :intégrale nulle ]

b
Si b > a, que f est positive et continue sur ]a, b[, et que f f(t)dt converge, alors
a

(fbf(t)dt - 0) — (V¢ €]a, b[, f(£) = 0)

[ Propriété 15 : relation de Chasles (intégrales généralisées) ]

soit f une fonction continue sur 'intervalle |min (a, b, ¢), max(a, b, ¢)[, alors
b c b
[ rwac= [ rwae+ [ rwar
b c a a c
A condition que les deux intégrales f f(r)dt et f f(t)dt convergent
a b

[ Propriété 16 : changement de variable (intégrales généralisées) ]

Soit ¢ :]a, B[— R une fonction de classe €' et strictement croissante sur ]a, B[, et f une fonction continue
sur I'intervalle |¢(a), @(B)[=]a, b|, alors

B b
f (f o) (u)p'(u)du est convergente si et seulement si f f(t)dt est convergente et, dans ce cas, elles sont
é?;ales. ¢
A si @ est strictement décroissante et non croissante, alors |p(a), (B)[ = |a, b| signifie p(a) = b et p(B) = a.
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Exemple 6

+00
> Dans/ te_tzdt, on pose u = t, soit t = p(u) = \/ﬁ
0

Lodu

+00 5 +00
Alors ¢ est strictement croissante et 6' de R, dans lui-méme, du = 2d¢ et[ te”dr = f e 5
0 0

1
La deuxieme intégrale étant réputée convergente (et de valeur 5), la premiere 'est également, et sa valeur est

+00
. . . S . . _2 .
identique. Néanmoins, il vaut mieux montrer a priorila convergence de f te”""dt : on verra ceci plus bas.
o

dt
_s_
3+12  1+12

. . 2 7[ 2z
qui s'annule en 0 est donc majorée par arctan ¢, et donc par 7 La convergence résulte de

+00
» On considere l'intégrale f qui est convergente, puisque V¢ € R}, 0 < et que la primi-
0

3+¢2

tive de t —
3+ ¢2

la propriété 8.

t
Posons alors ¢ = u+v/3, c'est-a-dire u = — et dt = \/§du : on définit ainsi clairement une fonction €' de R,
3

+to  dy b 4

+00 dt _f+oo \/gdu _L[
o 3+3uw> 3 1+ 2./3

sur lui-méme. f 5 =
o 3+t

7 dx x
» Dans f ————,on pose t =tan —, c'est-a-dire x = ¢(¢) = 2arctan(t).
0 2+cosx 2

Alors ¢ est strictement croissante et €' de R, dans lui-méme, dx =2 ! et on montre que

+12
(arctan(t)) = =% donc2+ 2+ cos (2arctan()) = 275
COSX = CO0S arctan = ——, donc COSX = COoS arctan = —
1+1¢2 1+1¢2

7 dx +o0 1 4+ ¢2 2dt +oo 2d¢ L .
— = —— = . Les deux intégrales sont convergentes et de méme valeur
oﬂ2+cosx o 3+121+12 o 3+12

2v/3

+oo  d 1
» Dansi, = f T on pose u = > définissant ainsi un changement de variable strictement décroissant et
0
de classe €' de R* dans lui-méme.

1
_s_’
1+  1+1¢2

; _fo 1 —du _fo —u’du _f+°° r*dr
T +ool+# W Jio ut+1 S0 1414

[ Propriété 17 : intégration par parties (intégrales généralisées) ]

Comme 0 < on justifie la convergence de I, de la méme maniere que plus haut.

Soit u et v deux fonctions de classe €* sur ]a, b].
On suppose que tlim u(t)v(t) et liI}Il u(t)v(t) existent et sont finies, et on pose :
—a, t—b_

[u()v(r)]) = lim u(6)v(6) = lim u(t)v(2).

b b
Alors les intégrales généralisées f ' (f)v(r)dr et f u(t)v'(¢)dt ont méme nature, et si elles convergent :
a

a

b b b
fu’(t)v(t)dt:[u(t)v(t)]a—f w(t)v'(1)ds

Pour n €N, on considére I'intégrale généralisée I,, = f

+00
t"e 'dt.
0

Montrons par récurrence sur n € N que [,, converge et vaut n!.

» I, converge etvaut [-e ']/ =1-0=1=0
» Supposons la propriété vraie au rang n — 1 et montrons-la aurang n = 1.

T,  Ju@=e Ju()=-e’
Posons en vue d'une intégration par parties " 1, el
v(t)=t v'(t)=nt

u(v(t)=-t"e": tli%l u(t)v(t)=0et tlil}l u(t)v(t) =0 (croissances comparées).
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Le crochet [u(t)v(t)]3™ converge et vaut 0, donc puisque I,,_, converge, I,, converge et
I,=nl, ;=n(n-1)!=nl

Exemple 8
+toosint

Lo . sin ¢
Soitl'intégrale généralisée S = f Tdt. La fonction sinus cardinal f : t — - est prolongeable par continuité
0

X
en 0, ce qui garantit la convergence de f f(t)dt pour tout x € R.
0

u'(t) =sint u(t)=1-cost
Posons en vue d’'une intégration par parties ;

1 -1
v(t)=- v'(t)=—
(1= (1=
1—cost o g .. +00
uv(t) = — est prolongeable par continuité en 0, et de limite nulle en +oo, donc [uv];* = 0.
1-cost 2
uv' est prolongeable par continuité en 0, et 0 < —uv'(¢) = = < Tz ce qui garantit I'existence de I'intégrale
+00
[ uv'(t)dt. On peut alors écrire (preuve de la nature et de la valeur) :
0
+o00o +00 +00 1 —_ COS t
Szf uv(t)dr = [uv]g""+f —uv’(t)dtzf Tdt.
0 0 0

3 — Intégrales absolument convergentes, intégrabilité d’une fonction
3.1 — Définitions
[Déﬁnition : intégrale absolument convergente ]

b
Soit f une fonction continue sur |a, b[ a valeurs réelles ou complexes, on dit que lintégrale f f(t)dt est abso-
a

b
Ilument convergente lorsque l'intégrale f |f(#)|dt est convergente.
a

[ Propriété 18 ]

b b
Si f f(t)dt est absolument convergente, alors f f(r)dt est convergente, et (inégalité triangulaire) :
a

Lﬁmisfvmw.

Autrement dit, la convergence absolue implique la convergence.
[Déﬁnition : fonction intégrable sur un intervalle ]

Soit f une fonction a valeurs réelles ou complexes, continue sur un intervalle I de borne inférieure a et de borne
supérieure b.

b
f estdite intégrable sur [ si, et seulement si, 'intégrale f f(t)dt est absolument convergente.
a

Lintégrale sur I de f peut étre notée f f(r)dt ou f f.
1 I

Remarques : | » |f| désigne le module de f, mais si f est a valeurs réelles, il s’agit de la valeur absolue de f.
» Lintégrabilité de f sur I est équivalente a celle de f sur l'intérieur de I, c'est-a-dire ]a, b|.

[ Propriété 19 : intégrabilité et intégrales convergentes ]

b
Si f est intégrable sur I, alors f f(t)dt est convergente, et
a

[ roar|< [ irtar

Exemple 9

+00
Lafonction f : ¢ — exp((—3 +3i)¢) estintégrable surR,, car | f(r)| = e~*/? doncf |f()]det = f e~'/2dt converge.
R, 0

Exemple 10
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(n+D)7 |sing| +o0 | gin |

En étudiant la série de terme général positif u,, = f
nm

dz, on montre que f dt diverge; donc
0

+00 gin ¢ o . sint o
Tdt converge (voir I'exemple 9 plus bas), mais t — - n'est pas intégrable sur [0, +oo].
0

[ Propriété 20 : espace vectoriel de fonctions continues et intégrables ]

Soit I un intervalle de R de bornes (a, b) avec a < b, alors 'ensemble des fonctions [continues et] intégrables
sur I est un espace vectoriel, noté LI, K).

[ Propriété 21 : intégrale nulle (bis) J

Si f est continue, positive et intégrable sur I, et si / f =0, alors f estidentiquement nulle.
1

3.2 = Théoréemes de comparaison

[ Propriété 22 : comparaison sur un intervalle [a, b[ ]

Soit a € R, et f et g deux fonctions continues sur I = [a, b] :
si|f| < |g]|, alors I'intégrabilité de g implique celle de f sur I.
: si f(x)=0,_,(g(x)), alors I'intégrabilité de g implique celle de f sur I.
lo]: sif(x)=0,_,(g(x)), alors I'intégrabilité de g implique celle de f sur I.
: sif(x) ) g(x), alors I'intégrabilité de f est équivalente a celle de g sur I.
s

é

1
La fonction x — (—a est intégrable sur [a, b[ pour b € R, b > a si, et, seulement si, @ < 1.
X

—a)

@

sint‘ 1
<

2 | g2

. sint . s s
La fonction t — 7 est continue sur [1, +ool[. Elle est de plus intégrable sur [1, +oo[, car V¢ € [1, +oo, <2

+00 1
et f o converge ie t — 2 est intégrable sur [1, +oo.
1

é

La fonction ¢ — exp (—t?) est continue sur R, . Elle est de plus intégrable sur R, ...méme si sa primitive ne peut pas
étre exprimée a 'aide de fonctions élémentaires!
En effet: Vt € [1, +oo[,exp (—t%) < exp (—t), donc exp (%) = O, _, (e_‘), et t — exp (—t) estintégrable sur R, .

Exemple 14

1
Soit h: t — — — ———, alors h est continue sur [1, +oo[. De plus, pour tout € R},
Vi o Vi+1
VEi+1—4/t t+1-t 1 roo dt
\/_ = .Commef
1

37z converge, h estintégrable sur [1, +ool.

h(t)= = ~
® Vivie+1 \/?\/t+1(\/t+1+\/?)"’+°°2f3/2

é

Les fonctions t — t%e! et t — e~!/? sont continues sur [1, +oo].
a -t

Si a € R*, alors = t%e*/2 tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo, donc t%e~* = @’(e‘t/z).

o112
~1/2 est intégrable sur [1, +oo|, t — t%e~! I'est également.

Exemple 16

Comme t — e

1 Int
Les fonctions ¢ — n ettt — - sont continues sur [1, +oo|.

1 Int 1, L Int | .
Comme 7= 0, - etque t — 7 n'est pas intégrable sur [1, +oof, t — - n'est pas intégrable sur [1, +oo].

é

1 1
Les fonctions ¢ — n ett — pr sont continues sur ]0, 1].
sin

1 1 1 1
Comme — ~ —— etque t — — n'est pas intégrable sur |0, 1], t — —— n’est pas intégrable sur ]0, 1].
tt—osint t sint
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[ Propriété 23 : intégrabilité sur une réunion d’intervalles ]

soit ¢ un élément quelconque de |a, b[, alors f est intégrable sur ]a, b[ si, et seulement si elle I'est sur ]a, c[

etsur]c, b|.
Exemple 18
[

g:t— est continue et positive sur ]0,

I
Vi-1t3

1 1 L 1
g(t) ~ — ett — — est intégrable sur]O,—
t—0 t \/; 2

1
, donc g est intégrable sur ]0, 5]
1 1

1 1
S0 i Ve Vi

Finalement, g est intégrable sur 0, 1[.

Exemple 19
Soita €R,etg,:t— r%e .

Alors g, est continue sur ]0,1], et g, () o t%. D’apres les intégrales de référence, t — t% est intégrable sur ]0, 1] si,

1 1
est intégrable sur [5’ 1 [, donc g est intégrable sur [E’ 1 [

et seulement si, @ > —1, donc g, est intégrable sur |0, 1] si, et seulement si, @ > —1.
Comme g, est intégrable sur [1, +0o[ comme démontré plus haut, on en conclut que
& it — t%e™! est intégrable sur R, si, et seulement si, @ > —1.

4 — Intégration terme a terme

Théo@éme 8.1 d'intégration terme a terme

Soit I un intervalle quelconque, et S : I — R une fonction continue. On suppose qu'il existe des fonctions f,

+00
intégrables sur I telles que Yt € I,S(r) = )_ f,(¢).

n=0

Si la série ) f |f(£)] dt est convergente, alors S est intégrable sur I et :
1

fIS(t)dt =f1:§fn(t)dt - gflfn(t)dt.

Soit a € R}, et les fonctions f;,(¢) définies par f,(t) = t"*Int pour tout t €]0,1[ et n € N.

+00 1 oo
» Puisque ) "= (série géométrique), Y f,, (1) =S(t) = pour tout ¢ €]0,1].
n=0

|
1-t4 = 1-1t4
» fo:t—Int est réputée intégrable sur ]0,1]. Si n € N*, alors ltingfn(t) = 0 donc f;, est continue sur [0, 1], et une

fonction continue sur un segment est intégrable sur ce segment.

u'(t) =" {v(t):lnt

» Posons en vue d'une intégration par parties : pratl , 1
u(t) = vi(r) =~
na+1 t
thl
Alors uv(t) = YT donc liI(I)l uv(t) =0 et donc tlil}l uv(t) = 0; ceci garantit la convergence du crochet
n =0, —1_

e -1
dt =
na+1 (na+1)>?

1 1
[uv]g et sa valeur 0. Ainsi f f()de=0 —f
0 0

1
Comme f;, est négative sur I =]0, 1], f Ifl = W’ donc ) converge par comparaison (0) avec
I na

n=0 (l’ld + 1)2

la série de Riemann Z>'1 —-
nz

Int too 1
_ta

1
Fnatoment [ 2 a2 F L
nalemen A "Z=0 (n a+ 1)2

1
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