Maths — PT chapitre 4 : isométries d'un espace euclidien Lycée Mandela 2020/2021

CHAPITRE 4 ISOMETRIES D'UN ESPACE EUCLIDIEN 2020/2021 I

Dans ce chapitre, E est un espace de dimension finie sur R, muni d’un produit scalaire noté

(X, ) — (x5, p), (6, ) — (x]y), ou (x,y) — x-y.
La norme euclidienne associée est notée x— | x||.

1 — Isométries vectorielles

[Dtﬁnition : isométrie vectorielle]

Soit u € Z(E) un endomorphisme de E, on dit que u est une isométrie vectorielle lorsque :
VxeE, lux)l=Ix|

[ Propriété 1 : bijectivité des isométries vectorielles J

Toute isométrie vectorielle u est bijective ; on utilise donc également le nom d’automorphisme orthogo-

nal.

Soit E=R?, muni du produit scalaire usuel, noté ici (x, y—x-y.

On considére deux droites vectorielles D et D' orthogonales de R?, dirigées respecti-
vement par les vecteurs u et ', et la réflexion rp par rapport a la droite D, c’est-a-dire
la symétrie par rapport a D de direction D'. Alors rp est une isométrie vectorielle.

En effet : tout vecteur x de R? s’écrit de maniere unique x=Au+p u',avec u L ', et alors
rp(x) = Au—pu': donc |lxI? = A% ul? + ¢ | |* = Irp0)I1%.

Soit E=R3, muni du produit scalaire usuel, noté ici (x,y) — x- y.

On considére un plan vectoriel P de R®, et D la droite vectorielle orthogonale
A P : D=P!, et la réflexion rp par rapport au plan P, c’est-a-dire la symétrie par
rapport a P de direction D.

Alors rp est une isométrie vectorielle.

En effet : tout vecteur x de R? s’écrit de maniére unique x = p+pu (p€ P L u), et
alorsrp(x) =p—pu.

Alors [[x]2 = || p||* + & lul® = 7p ()11,

[ Propriété 2 : caractérisation des isométries

Soit ue L(E).
Alors u est une isométrie [vectorielle] si, et seulement si, u conserve le produit scalaire, c’est-a-dire
Yoy € B, (u(x),u(y) = (x,y)

[ Propriété 3 : caractérisation des isométries (2) ]

Soit ue £L(E); u est une isométrie [vectorielle] si, et seulement si :
(i) Quelle que soit la base orthonormale 8 de E, 'image de 98 par u est une base orthonormale.
(ii) Il existe une base orthonormale 98 de E dont l'image de 98 par u est une base orthonormale.
Malgré les apparences, ces deux propriétés (i) et (ii) sont équivalentes.

[ Propriété et définition (4) : groupe orthogonal ]

L’ensemble des isométries vectorielles de E est stable par composition et par inversion : il s’agit donc
d’un groupe muni de la loi o, appelé groupe orthogonal et noté & (E).

[ Propriété 5 : stabilité de I'orthogonal J

Soit u€ @ (E), et F un sous-espace de E stable par u. Alors F* est stable par E. ‘

Remarque : si u admet une valeur propre A, et si Fc Ey(u), alors F et F* sont stables par u.
En particulier, tout endomorphisme u € @ (3) admet une droite et un plan stables et orthogonaux.

2 — Matrices orthogonales

[Deﬁnitz’on : matrices orthogonalaf]

Une matrice de .4, (R) est dite orthogonale sil’endomorphisme de R" qui lui est canoniquement associé est une
isométrie vectorielle.
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[Propriété 6 : caractérisation des matrices orthogonales J

Une matrice M € 4, (R) est orthogonale si, et seulement si, I’'une des conditions suivantes, équivalentes,
est vérifiée :

(i) M.M" =1,) (ii) (MM =1,)
(iii) les colonnes de M forment une base orthonormée suivant le produit scalaire usuel
. 111 -1 1 -1 -
La matrice H = ol -1 o1 est orthogonale. Pour le vérifier, on peut
1 1 -1 -1

s vérifier que H.H = Iy ;
* ou bien vérifier les propriétés suivantes, concernant les colonnes Cy, C,,Cs,Cy) de H :
Vi, ellL4l, i<j,  (C;iCj)=Ci.C;"=8;;, c’est-a-dire C;.C; =0sii<jet C;.C;" =1.

A1 V2 Exemple 4 TR

La matrice P= —|[-v3 1 V2| est orthogonale, mais pas P,=[-1 1 1] dont les colonnes sont seule-
VBl o 2 3 0 -2 1

ment orthogonales et non normées.

[ Propriété 7 : changement de base orthonormale J

Soit 28 une base orthonormale de E, 9’ une autre base, et P la matrice de passage de % & 98'.
Alors %' est orthonormale si, et seulement si, P est orthogonale, et alors la formule de changement de
base s’écrit :

M =pP'.M.P

2n
On considere la rotation vectorielle r d’axe dirigé par u=(1,1,1), et d’angle 3

1 1 1
La base B’ = (uy, uz, u3) = | —(1,-1,0), —(1,1,-2), —

V2 G V3

1,1, 1)) est orthonormale.

Donc r(us) = us, r(uy) = cosz—ﬂul +sin2—nug = _—1u1 + ﬁug et r(up) = —sinz—nul +cosz—nu2 = —éul - 1ug.
3 3 2 2 3 3 2 2
L[l -v3 0
La matrice de r dans 98’ est R' = > V3 -1 0];lamatrice de passage de B a B’ est P =
0 0 2

0 0 1
Alors R'=PT.R.P, donc R=PR'.P'. Le calcul donne R=|1 0 0.
01 0

[Propriété 8 : caractérisation matricielle des isométries ]

Soit ue £(E), alors u est une isométrie si, et seulement si, la matrice de u dans une base orthonormale
de E est orthogonale.

Deux pieges :
A\ Dans une base orthogonale non normée, cette propriété (caractérisation des isométries) est fausse.

/\ Dans une base orthonormale, les colonnes d’une matrice orthogonale forment une base orthonormale.

[ Propriété et définition (9) : groupe orthogonal d’ordre n J

L’ensemble des matrices orthogonales de .4/, (R), muni de la multiplication des matrices, est un groupe,
appelé groupe orthogonal d’ordre n et noté G, (R) et ©(n).

[Propriété 10 : déterminant d’une matrice orthogonale ]

Soit M € 0, (R) : alors det(M) € {—1,1}.
Si det(M) =1, on dit que M est positive ou directe ou est une rotation;
sidet(M) = —1, on dit que M est négative ou indirecte.
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EDropriété et définition (11) : groupe spécial orthogonal ]

L’ensemble des matrices de @ (n) de déterminant positif (donc égal & 1) est un groupe, appelé groupe
spécial orthogonal et noté #0 ,(R) ou F 0 (n)

[Dcﬁnition : orientation d'un espace emlidienJ

Soit E un espace euclidien. Le choix d’une base orthonormée de référence ¢ de E partage I’ensemble des bases
orthonormées % en deux parties disjointes : celles dont le déterminant vaut 1 dans € (les bases directes), et
celles dont le déterminant vaut —1 (les bases indirectes).

On dit alors qu’on a défini une orientation de I'espace euclidien E.

= Remarque : Le choix d'une orientation est universel pour le plan (avec une base orthonormée dans le sens
inverse des aiguilles d’'une montre) et pour 'espace (avec la régle des trois doigts, ou celle du bonhomme
d’Ampeére, ou celle du tire-bouchon, etc).

A€
3
e
2
- o
e
2
|
e e
1 1
base directe du plan base directe de I’espace
[ Propriété 12 : interprétation du déterminant d’une famille de n vecteurs ]

Soit E un espace euclidien de dimension n, et (uy, up,...,u,) n vecteurs de E.

On dit que la famille (uy, uy,..., u,) est directe si det (uy, uy, ..., u,) >0,

et indirecte si det (uy, uy, ..., u;) <O0.

Sin =2, |det(u;, up)| représente I'aire du parallélogramme engendré par ces ces vecteurs;

si n =3, |det (u;, up, us)| représente le volume du parallélépipede engendré par ces ces vecteurs.

[Dqﬁnition : produit mixte]

Pour n=2 ou n=3, on utilise également les notations [u;, uy] = det (uy, uz) et [uy, up, us] = det (uy, uy, us).

Dans le cas n =3, pour tous (&, v) € E?, il existe un unique vecteur x € E tel que, pour tout w € E,
lu,v,wl=x-w.

Ce vecteur x est appelé produit vectoriel de u et v, et est noté uA v, c’est-a-dire que

Y(u, v, w) EES, [u,v,wl=(unv) - w

=" Ceci justifie 'appellation de produit mixte pour le déterminant.
[ Propriétés (13) du produit vectoriel ]

Pour tous vecteurs u, v, w de E :
» UANV=—-UVAU;
» x— U A X estlinéaire;
» (uAnv=0g) < (u et v sont colinéaires.)

» uAvestorthogonal a u et v, (u, v, u A v) est directe, et ((u, v))2 +lun 1/||2 = ||u||2 II v||2.
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3 — Isométries vectorielles d’un plan euclidien
[ Propriété 14 : matrices de G, (R) ]

Les matrices de 0> (R) sont d'une des deux formes : (Z _ab) ou (Z _ba), ol a et b sont deux réels tels que

= cosf
a® + b? =1 — on peut donc poser {a c?s .
=sinf
[ Propriété 15 : matrices de .#0»(R) ]
Les matrices de #@»(R) sont de la forme Ry = c9se —sing ,ouf eR.
sinf  cos6
( Propriété 16 : commutativité de .#0» (R) )
Pour tout couple de réels (0,0") : Rg.Rg: = Rg4¢' = Ryr.Rg

Il en résulte que (0, (R), o) est un groupe commutatif.

( Définition : angle d'une rotation)

Soit «le » plan euclidien orienté, et R € .#0»(R) une rotation vectorielle du plan. Alors il existe un unique réel
0 € [0,27[ tel que R = Ry, qui est appelé [détermination principale] de la mesure de I'angle de R.

I¥" Remarque : On peut aussi choisir de prendre 6 dans ] — 7, 7].
[ Propriété 17 : écriture complexe d'une rotation ]

En assimilant le plan a 'ensemble C, la rotation de matrice Ry est représentée par I’application :

1’920:—> C

z — €z

[ Propriété 18 : classification des isométries vectorielles du plan ]

Les isométries vectorielles du plan euclidien ont pour matrice :

_[cos@ —sin0 " _[cos@  sinf 0cR
9~ sind  cosh ¢ = \sin@ —coso) "™
6] o ] n | €lo,zulm,2n[ |

Ry [| identité | symétrie centrale | rotation d'angle 6
So symétrie axiale d’axe Ag/

image de (e, ep) par la rotation. .. ...par la symétrie axiale éléments de la symétrie axiale

-7 g 0/2

image d’une figure par la rotation. .. ... par la symétrie axiale
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( Propriété 19 : réduction d’un élément de G(3) )

On consideére un élément u de @ (3). Alors :
» u est diagonalisable dans R si, et seulement si, u est une symétrie;
» u admet au moins une valeur propre réelle, et Spr(u)  {—1,1};

» 1l existe donc une droite A stable par u, et A c E;(u) oubien A c E_; ().
De plus, IT1 = At est un plan stable par u.

( Propriété 20 : nature d'un élément de ©(3) )

On note ici, pour 6 € R et pour (1;,12,13) € R,

cosf —sinf 0 A1 0 0
R@)=|sin@ cos@ 0}, etdiag(1;,A2,43)=[0 A2 0 |.

0 0o 1 0 0 A3
] nature || matrice réduite | déterminant | trace diagonalisable

identité I3 1 3 OUI
symétrie centrale -I3 -1 -3 (0]0)1
symétrie plane (réflexion) diag(-1,1,1) -1 1 OUI
symétrie axiale (demi-tour) diag(-1,-1,1) 1 -1 OUI

] rotation H R(6) \ 1 \ 1+2cos0 \ NON ‘

| 222 (hors programme) || —-R(6) \ -1 | —A+2cosb) | NON ‘

( Définition : éléments : axe et angle d'une rotation)

On considere une rotation r de I’espace, de matrice M dans la base canonique.

Alors, la droite E; (M) est'axe de r, et 'angle de la rotation est un réel 6 €] — , 1] tel que M ~ R(9).

Pour pouvoir faire la distinction entre r et ™1, on peut orienter I'axe A, et préciser un signe de § compatible avec
cette orientation. Pour ceci, on peut proposer la méthode suivante :

Q [ Méthode 1 : détermination de I'axe et ’angle orientés d'une rotation de matrice M ]

Soit M la matrice de cette rotation r, d’angle différent de kr, k € Z, dans la base (T)
canonique, on commence par déterminer I’axe en résolvant le systéme

(M —I3).X = (0), et le cosinus de I'angle grace a la relation 1 + 2 cos6 = Tr (M). \Q
Soit @ un vecteur directeur de ’axe, et ¢ un vecteur non colinéaire a @.

Alors le produit mixte [4, r(d),®] a le signe de sin6. ﬁ\\ /
ci-contre :sinf > 0, et (d, r (d), ®) est direct (ce que I'on peut vérifier par exemple a r
avec la regle des trois doigts), donc [a, r(d),d] > 0.

(@)

—

®

N
?
@] Figure analogue avec sinf <0: \
00 1 Exemple 6 |
SoitM=[1 0 0],alors Me %0 (3).Un calcul rapide améne w =e; +e; +e3=(1,1,1) et cosQ:—E.
01 0

o = O

1 1
,@D Prenons d = e; = (1,0,0), alors r(d) = e; = (0,1,0) et [d, r(d),w] = |0 1{=1>0doncf =
0 1
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4 — Réduction des endomorphismes symétriques / des matrices symé-
triques réelles

( Définition : endomorphisme symétrigue)

Soit E un espace euclidien, et u € Z(E). On dit que u est symétrique lorsque
Vi, B (ux),y) = (xuly)

Remarque : ne pas confondre cette définition avec celle d'un automorphisme orthogonal :

UueO(E)ssiV(x,y) € E2, (u(x),u(y)) = (x,y) L svmétrique ssi V(x,y) € Ez, (u(x),y) = (x,uly))
Quelques exemples (7)

* 0p ('endomorphisme nul) et, de maniere générale, les homothéties lidg (A € R) sont symétriques.

* Une projection orthogonale (ie dont les éléments sont orthogonaux) est un endomorphisme symétrique.

Remarque : un endomorphisme symétrique n’est donc pas nécessairement injectif, ni forcément une symé-
trie.

* Une symétrie orthogonale (ie dont les éléments sont orthogonaux) est un endomorphisme symétrique; en
revanche, une symétrie oblique n’est pas forcément symétrique.

Remarque : Une symétrie n’est donc pas forcément symétrique.

[Propriété 21 :matrice d'un endomorphisme symétrique ]

endo symétriques
Soit E un espace euclidien, muni d'une base orthonormale Sy
B = (e1,es,...,ey), et Alamatrice de u dans 28. Alors

(u est symétrique ) ﬁ (A est symétrique) (ﬁ ( AT = A)
* €.

i LRI
[symetries

/A\Léquivalence (x) est fausse si 28 n’est pas orthonormale! ) orthogoriales
Al s

Soit A € 4, (R) : deux quelconques des trois propriétés suivantes impliquent e
la troisieme, définissant ainsi une matrice de symétrie orthogonale :
(1) A est symétrique Al=4
(ii) A est orthogonale AT =471
(iii) Aestune matrice de symétrie A= A7l
{ Théoréme 4.1 (dit Théoréme spectral ) j

Soit u un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien E, alors E admet une base orthonormale de vecteurs
propres de E, c'est-a-dire que u est diagonalisable selon une base orthonormale.

{ Corollaire : diagonalisation des matrices symétriques réelles j

Soit A une matrice symétrique réelle; alors A est diagonalisable selon une base orthonormale, c'est-a-dire :
il existe une matrice P € @(n) et une matrice diagonale A = diag (11,12 ...,1,) telles que
A=PA.P"

Exemple 8
2 =2

SiA= ( _» 5 ) alors yaW)=1-2)(A-5)-4=A-1)(1-6).
A est diagonalisable, un calcul rapide donne E;(A) =R.(2,1) et Eg(A4) = R(-1,2).

1 (2 -1 1 0
On trouve alors A= PD.PT avec P = — ( ) et D= ( ) :Pe0(2).
V5 2 0 6

ml—m)

Soit meR, et By, = ( 1 1 1 | By estsymétrique: elle est diagonalisable selon une base orthonormale.

-m 1 m

A-m -1 m Ci— C14+C A-2m -1 m 1 -1 m
g, M= -1 A-1 -1 7T 0 A-1 -1 [=A-2m)|0 A-1 -1
m -1 A-m a 2m-A -1 A-m -1 -1 A-m
1 -1 m
Lf"_f”L?’ A-2m|0 A-1 -1|=A-2mA*>-1-2)=A-2mA+1)(A-2).
- 0 -2 A

On trouve donc les valeurs propres 2m, —1,2 (peu importe qu'elles soient doubles ou non).
Un calcul banal aboutit a E>(B,;) =R.(1,2,1), E_;(B;) =R.(1,-1,1), et E;,(By,) = R.(—1,0,1).
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2 0 0 L[ V2 -V3
Alors By, = Q.A,.Q avec A= 0 =1 0 |etQ==—=| 2 -vV2 0 |:Qe003).
0 0 2m |:| 1 V2 V3

5 — Coniques

On se place dans le plan euclidien muni d'un repére orthonormé direct (O;7, J).
5.1 — définition

[Deﬁnition : coniquex]

Une conique est une courbe du plan d’équation cartésienne
ax*+2bxy+cy*+dx+ey+f=0, (E)
ot (a,b,c,d,e, [)€R® (a,b,c) #(0,0,0).

5.2 — Equation réduite

. . a c
Soit la matrice S = c et le vecteur V = (

b d) ; alors, en posant X = (;C/) I'équation de la conique devient

XTsx+vix+f=o.

S étant une matrice symétrique, d'aprés le théoréme spectral, il existe (a, ) € RZet P e G (2), tels que S = P.diag(«, ﬁ).PT.
X1
»N
xT.s.x=x".PL.s.PX, = ;7 .P1.S.PX; = X;".diag(a, B). X, = a x5+ By?, et par ailleurs V'.X = VI .PT X, = PV" X].
a1
dy

Alors, en posant X; = PX = ( ), on obtient

Posons V) =PV = ( ) 'équation devient alors

axi+py;+dixi+eryi+f=0, (E1)
ou (@, B, dr,e1, ) €R’, (@, p) # (0,0).
Remarques :
* « et B sont les valeurs propres de S.

* Quitte a changer le signe de la deuxiéme colonne de P, on peut s'arranger pour que det(P) = 1; alors le passage
de (E) a (Ep) correspond a une rotation du repére d'origine (0;7,7) — (O;7, 1)

dy
4a’

d
Sia #0, alors axf+d1x:a(xl+2_1)_
a

e
Dans le cas ou a # 0 et § #0, en posant x, = x; + 2—1 ety =y1+ ﬁ I'équation (E;) se raméne a
a

axs+Bys+y=0, (E2)
dz  é?
R 3 —_f__1 _ "1
ou (a,ﬁ,’}’)eR y(a)ﬁ)7£(0!0)aet’}/—f da 4ﬁ'

Remarques :

* Il reste a examiner le cas a = 0. Dans ce cas,
si dy =0, les termes en x sont absents (cas dégénéré).
Sidy #0, on pose Xz = X1 +di, etdyxy+ f=djx.
1
On traite de maniere analogue le cas f =0, qui exclut @ =0.
* Le passage de (E1) a (Ep) correspond a une translation du repére (0;7,7) — (0';7,7")
Conclusion provisoire
Par déplacement du repeére, on peut ramener I'équation d'une conique a I'une des formes suivantes (hors cas dégénérés,
ou l'équation ne contient pas x; ou x2) :
() axs+Byi+y=0avec a#0,#0;
Quitte a diviser cette équation par y # 0, et suivant le signe de @ et de 8, on se raméne a une des formes

D -6
ouee€{-1,0,1}.

(b) d1x2+,6y§ =0avec f#0, ou ax§+e1y2 =0avec a #0.

Quitte & échanger x, et y», puis par division éventuelle par 8, on se raméne 4 la forme x3 = 2

ax§+ﬁy§+y=0; d1x2+ﬁy§=00uax§+ely2=0
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[ Propriété 22 : équation réduite d'une conique J
Par déplacement du repére, on peut ramener 1'équation d'une conique a l'une des formes suivantes (hors cas
dégénérés) :

2 2 2 2 2 2
D R R e
Al "B 4 B a) "B 2p

5.3 — Classification des coniques suivant leur équation réduite
Paraboles : x* = 21

Ce cas correspond a une matrice S dont une seule des valeurs propres est nulle.

Le paramétrage naturel est { _ 5
y=2px
xX\2 2
Ellipses : (Z) + (%) =1
Ce cas correspond a une matrice S dont les valeurs propres ont méme signe. Les axes sont dirigés par les deux droites
propres, qui sont orthogonales d'apres le théoreme spectral.

i x=Acost
Le paramétrage naturel est .
y=Bsint

xX\2 y 2
Hyperboles : (Z) - (E) ==+1
Ce cas correspond a une matrice S dont les valeurs propres ont un signe opposé.

Les axes sont dirigés par les deux droites propres, qui sont orthogonales d'apres le théoréme spectral. Dans le repere

dirigé par les axes, les asymptotes ont pour équations 2= i%.
= Ach(t =—Ach(t
Le paramétrage naturel est ¥=Ach(D pour une branche, * ch(® pour l'autre branche.
y=DBsh(?) y=Bsh(r)

o (X2 2 X . - ot 4
L'équation réduite (Z) - (%) =0 correspond a deux droites (on peut considérer ce cas comme dégénéré).

M

Parabole : x2 = % Ellipse : (2)2 . (1)2 =1 Hyperbole : (2)2 B (

4,

Exemple 10

Soit m e R, et (Cp,) la conique d'équation cartésienne :

1
x2+y2—2mxy—\/§x—\/§y+1=0 (Em)

rotation du repére

La matrice symétrique associée S, définie par (x »)S (;) =x2+ y2 —-2mxy,est S= (_lm _lm)

-1 m

X—l) =(X-1?-m?=(X-1-m)(X -1+ m), donc les

Son polyndéme caractéristique est ys(x) = (

valeurs propres de S sont I:] et I:]

1 (1 -1
Un calcul de routine aboutit & S = P.diag(1 - m,1+m).P!, avec P = — ( )

N V!

. . X X .
On effectue donc un premier changement de coordonnées (y) =P (yl), ce qui donne
1

T
X X1 X
.S. =(P. .S.P.
-y (J/) ( (J’l)) (

1 X1
N

N

=(x yl).PT.S.P.(;i):(xl yl).diag(l—m,1+m).( )soit

1 1
x2+y2—2mxy: (1—m)xf+(1+m)yf,puis x2+y2—2mxy—\/§x—\/§y+z = (1—m)xf+(l+m)yf—2x1+z.
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. . N . T N " P
En conclusion, la rotation de repéere d'angle 7 rameéne I'équation a la forme :

1
(1—m)xf+(m+1)y§—2x1+1=0 (E)
translation du repére

Deux cas particuliers doivent étre étudiés tout d'abord, ceux qui correspondent a une valeurs propre nulle, c'est-
a-direm=1oum=-1.

. " . . 2 1 . . . 1
Si m =1 :1'équation devient 2yy —2x7 + 1 0. Apreés le changement de repere (translation) y» = y1,x2 = x1 + 3’
on obtient I'équation (E}) : ¥5 = Xy, qui correspond a une parabole d'axe O, .

1
Si m=—1:I'équation devient 2x7 — 2x; + 1° 0, c'est-a-dire apres détermination des racines du trindme :

2-v2 _2+V2
4 T4

ou x

x= , ce qui correspond a la réunion de deux droites paralleles.

1
Si m=¢ {-1,1} : apreés le changement de repeére (translation) y» = y1,x2 = x1 + p— I'équation (E;n) devient

Qe+ (1 +my2+ 43 g (E")
2 2 4(m-1) m
5o - o 1 — 1
Appelons (, 1, ]) le nouveau repére tel que (I, /) = — (@ +7,i—7) et OQ = ——— T+ 7).
PP perered vzt Vam-n. 7
Si m €] -1, 1], cette équation est celle d'une ellipse de centre Q, et d'axes (Q,]) et (Q, ]).
m+ vm+3
Le demi-grand axe est —, le demi-petit axe est .
2(1-m) 2vV1—m?
.. . 3
Dans le cas particulier m = 0, on obtient un cercle de centre Q et de rayon PR
. , . m-—1
Si |m| > 1, (Cp,) est une hyperbole, dont les asymptotes ont pour équation y» = + g} X.
m

Ci-dessous : diverses coniques (Cp,) dans le repére (O;7, 7).

= m=1/2
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