Maths — PT  chapitre 3 : espaces euclidiens et préhilbertiens (exemples) Lycée Mandela 2024/2025

CHAPITRE 3 ESPACES EUCLIDIENS (EXEMPLES) 2024/2025
1 — Dans R* s
On considere R* muni du produit scalaire usuel (X|Y) = Z X Vi = XT.Y,les vecteurs : u; =(1,0,1,1),
k=1

u, =(-1,1,0,-2) et uy = (1,1,1,1), et 'espace F = Vect (u;, u,).
On cherche a déterminer une base orthogonale de F, le projeté orthogonal de u, sur F, la matrice de la projection
orthogonale sur F, et la distance de u, a F.

1. base orthogonale de F. On utilise le procédé de Gram-Schmidt, en posant

L=Uu <u1|u2)u =u -3

2 — U™ 1— Y27
(uy|uy) 3

2. projeté orthogonal de 1, sur F. On utilise la formule du cours; le projeté orthogonal de u, sur F est

upluy) o (uply) 1 _( 14 2)
o = 1 U2—1u1+_1}2— L,-2 2

(ur|wy) (vs|v) 3 333
3. matrice de la projection orthogonale sur F.

On introduit le vecteur u, = (x,y, z, t), et on reprend le calcul précédent

u; =(0,1,1,-1) : (uy, 1») est une orthogonale de F.

Uu,|u Uu,|v X+z+t +z—-t 1
x=< J‘| 1>u1+< J‘| 2>1}2: U, J W==kx+z+t,y+z-t,x+y+2z,x—y+21).
() (v|w) 3 3 3
1 0 1 1
S . - Ifo 1 1 -1
On en déduit, par identification, la matrice de la projection 0rth0g0nale:P=§ 1 1 2 o
1 -1 0 2

4. distance de u, a F. Elle est définie par d? = || uq — po||” = | uo|* = | po|* = 4 - ? On trouve d = \/g
2 — Dans R’

Mémes questions dans R3, muni du produit scalaire usuel; u; = (1,0,1), u, = (1,-1,0),u, = (1,1,1).
On trouve successivement :

-2 2 2 2 2 8 1
v,==-0,-2,-1);p,=1u; + —uv, = =(1,1,2); d*> = | u, - = |lu,||” - =3——=—;
= 5 (02,713 py = Ly + o = 20,1205 @ = g~ ol = o]~ [pol* =35 = 3
X+2z xX-y-z 1 ) 1 2 -1
Py = U, + V==2x-y+2z,-x+2y+2z,x+y+2z),puisP=—-(-1 2 1
2 3 3 3
1 1 2
Dans R?, on peut utiliser le produit vectoriel : u; A u, = (1,1, —1), qui donne directement une équation cartésienne
1+1-1
deF:x+y—-z=0,etladistancedeuyyaF:d= % = 7
3 3
3 — Dans ./4;(R)
M5 (R) est muni du produit scalaire usuel : (A|B) = Tr (AT.B).
1 -1 1
On considere la matrice A = (O 1 2), etl'espace F = Vect (Ig,A,AZ). On cherche a déterminer une base ortho-
1 1 O

gonale (B, = I, B;, B,) de F, le projeté orthogonal A} de A® sur F, et la distance d de A* 4 F.

1. une base orthogonale de F En utilisant le procédé de Gram-Schmidt :

(A|I5) 2 11 33
By=1I,B, =A L=A--L==|0 1 6 |et

(L)t 373 3 3 -2
, <A2|Bl> <A|I3> , 8 7 -11 -6 -20
T TR S TATA S R L T LI Tl Bl
1 3|43 6 -7 9
,_(21B0) (2B)  (AB) 5 a0 b4
Al = By + B, + B,==-By+—B;+2B,=(4 3 8].
(Bo|By) (By|By) (B,|B,) 3 13 4 2 1

On constate que A} = A3, ce qui signifie que A® € F, donc d(A®, F) = 0.
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