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CHAPITRE 2 REDUCTION (EXEMPLES) 2023/2024

1 Diagonalisation de matrices

-1 -1 -2
On veut successivement : déterminer siA, est diagonalisable; [effectivement] diagonaliser A, ; calculer A} pourn € N*.

2 3 5
On considére la matriceA;, = 1 0 1 |.

On commence par calculer le polyndme caractéristique

X-2 -3 -5 X-2 -3 -5 X-2 -3 -5 X-2 2 -5
=] -1 X -1 = 0 X+1 X+1|=x+1D| -1 x -1 = &+D| -1 Xx+1 -1
1 1 X427kt 1 X+2 0 11| eeG 0 0 X+2

Ya, =X +D((X+DX-2)+2) =X+ DX X -1).

Comme y,, est scindé a racines simples [dans R], A, est diagonalisable.

Les valeurs propres de A, sont —1,0, 1, et les sous-espaces propres sont des droites.
On recherche alors une base des sous-espaces propres :

3 3 5 X
* Aj+L =1 1 1 |,donc|y EE_I(Al)sietseulementsi{

1) 3x+3y+5220ie{(1)—(2) 2z=0
-1 -1 -1 z

(2) x+y+z=0 2) X+y+z=0

0
Remarque : on aurait pu obtenir ce résultat en remarquant que C, — C, = (0).

1
On trouve que E_;(4;) = Vect (—1).

2 3 5 X (1) 2x+3y+5z=0
* A= ( 1 0 1 ), donc (y) € E;(A,)) si et seulement si { (2) x+z=0 cest-a-dire
-1 -1 =2 z B)x+y+2z=0
(1)-33)+(2) 0=0 1
(2) X+ 2z =0.0n trouve que E;(A,) = Vect ( )
B)-@y+z=0 -1
1 3 5 x (D xX+3y+5z=0
* A —I = ( 1 -1 1 ), donc (y) € E_;(A;) sietseulementsi{ (2) X—-y+z=0 Clest-a-
-1 -1 -3 z B)-x-y-3z=0
e {((1) t@n2 y+z=0 . On trouve que E, (4,) = Vect ( ? )
@+(M+@3)N/2 x+2z=0 21

On peut alors diagonaliser A,, c’est-a-dire fournir un couple de matrices (P;,A;) ou P, est inversible et A,

0 1 1 -1 0 0
diagonale telle que A, = P,.A.P':P=|-1 -1 -3[,A;,=[0 0 0]=diag(-1,0,1).
1 1 2 0 0 1

* Laméthode standard pour calculer A}’ consiste a écrire que pour n € N*, A = P, .Af.Pfl = P,.diag((-1)",0, 1).P1_1.

Dans le cas présent, on peut remarquer que A> = A, et A} = A?; par récurrence sur n € N*, on obtient alors
1+(-D" 1-(-D"
que A?" = A} et A"! = A,. On peut alors vérifier que A]' = (2 ) A+ (2 )

Al.
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2 Une matrice non diagonalisable

1 1 -1
On veut successivement : déterminer si A, est diagonalisable; trigonaliser A, ; calculer A} pour n € N*.

2 -5 4
On considére la matriceA,=|1 0 0 |.

X-2 5 -4 X=-2 5 -4
On commence par calculer le polynoéme caractéristique y,, =| -1 X 0 L= 0 X+1 -X+1)
-1 -1 X+1|7% 77 -1 -1 X+2
X-2 5 -4 X-2 5 -4 X-2 1 -4 X-2 1
=X+1| O 1 -1 = X+D| O 1 -1 = X+D| O 0 —1=(X+l)‘ '
-1 -1 x+1]Bhrh -1 0 x|®76@ -1 X X X

=X +1D(X?-2X+1) = (X + DX - 12 Alors Sp (4,) = {-1,1}.
Comme 1 est la seule racine double, il faut étudier la dimension de E, (4,), que l'on peut obtenir en déterminant le
rangde A, — I3 :
1 -5 4
Ay~ I = (1 -1 0 )
1 1 =2
A, — I n'est clairement pas nulle; ses colonnes ne sont pas proportionnelles, donc elle est de rang 2 ou 3. De plus,
A, — Iy n'est pas inversible car 1 € Sp (A,). Donc 1g(A, — ;) =2, etdim(A4, — ;) = 1 < m(1).
A, n'est pas diagonalisable.
Néanmoins, elle est trigonalisable, et on peut trouver une base dans laquelle la matrice de 'endomorphisme cano-

-1 0 0
niquement associé f est T = ( 0 1 1).
0 0 1
Cette indication doit contractuellement étre fournie. Elle est généralement assortie d'une indication du type :
«la premiere ligne de la matrice de passage P, est (1,1,1) ».

1 1
On obtient E; (A,) = Vect (1) et E_;(A,) = Vect (—1)
1 -2
f a pour matrice T dans la base (u, v, w) si, et seulement si, f(u) = —u, f(v) = v et f(w) = v + w. En appelant
(U, V,W) les vecteurs-colonnes canoniquement associés a u, v, w :
1 1
A2.U = U, donc U est proportionnel a (—l), et sa premiére coordonnée vaut 1, donc U = (—1) ;
) -2
1 1
A,.V = -V, donc U est proportionnel a (1), et sa premiere coordonnée vaut 1, donc V = (1) ;
1 1
Enfin, A,.W =V + W, c’est-a-dire (A, — I).W =V, donc les coordonnées de W vérifient x =1 (0) (indication) et
3x-5y+4z=0 (1) 3=1 0)
la systtme { x—y =0 (2). Comme (1) = 3(2) — 2(3), ce systeme équivauta{ x—y =0 (2), et a pour
x+y—-2z=0 (3) x+y—-2z=0 (3
unique solution (x, y,z) = (1,0,0).
1 11 0o 1 -1
Alors P, = (U|V|W) = (—1 1 0), etP ! = (o 2 —1).
-2 1 0 1 -3 2
0 0 O
On démontre par récurrence, ou en appliquant le bindome de Newton a T = diag(-1,1,1) + (0 0 1), la relation
0 0 O

D" 0 0

T" = ( 0 1 n), puis, a I'issue d'un calcul touristique :
0 0 1

n+1 (-D"-3n-1 —(-D"+2n+1

A;’:PZ.T".PZ‘I:( n  —(-1D"-3n+2 (—1)"+2n—1J.

n -2C=D"-3n+2 2(-D"+2n-1
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