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CHAPITRE 2 RÉDUCTION 2024/2025

Dans ce chapitre, 𝐸 est un espace vectoriel de dimension quelconque sur le corps𝕂=ℝ ou ℂ.
À partir de la deuxième page, les espaces considérés seront de dimension finie.
1 — Éléments propres
1.1 – Vecteurs propres et valeurs propres
Définition : valeur et vecteur propre d'un endomorphisme
Soit 𝑢 ∈ℒ(𝐸). S’il existe un vecteur non nul 𝑥 de 𝐸 et un scalaire 𝜆 ∈𝕂, tels que

𝑢(𝑥) = 𝜆𝑥
on dit que 𝑥 est un vecteur propre de 𝑢, associé à la valeur propre 𝜆.
Le scalaire 0 peut être une valeur propre, mais le vecteur 0𝐸 ne peut pas être un vecteur propre !

Propriété 1 : droite stable par un endomorphisme
Soit 𝑢 ∈ℒ(𝐸), et𝐷 une droite stable par 𝑢. Alors :

∃!𝜆 ∈ 𝕂, ∀𝑥 ∈𝐷, 𝑢(𝑥) = 𝜆𝑥
Tout vecteur propre dirige une droite propre; toute droite propre est dirigée par un vecteur propre.
Définition : sous-espace propre d'un endomorphisme
Soit 𝑢 ∈ℒ(𝐸), et 𝜆 une valeur propre de 𝐸.
Alors, l’ensemble des vecteurs 𝑥 ∈ 𝐸 tels que 𝑢(𝑥) = 𝜆𝑥 est un sous-espace vectoriel de 𝐸, appelé sous-espace
propre de 𝑢 associé à 𝜆 :

𝐸𝜆(𝑢) = Ker ⒧𝑢−𝜆 id ⒭ = 𝑥 ∈ 𝐸,𝑢(𝑥) = 𝜆𝑥
Le sous-espace propre 𝐸𝜆(𝑢) contient tous les vecteurs propres de 𝑢 associés à 𝜆, mais il contient aussi 0𝐸 .

Propriété 2 : valeurs propres et injectivité
Soit 𝑢 ∈ℒ(𝐸), 0 est valeur propre de 𝑢 si, et seulement si, 𝑢 est non injectif ;
De manière générale, 𝜆 ∈𝕂 est valeur propre de 𝑢 si, et seulement si, 𝑢−𝜆 id est non injectif.

Exemple 1
Soit 𝐸 =𝒞∞(ℝ,𝕂), et l’endomorphisme𝐷 de 𝐸 défini par𝐷(𝑓) = 𝑓′.
Alors 𝑓 ∈ 𝐸⧵{0𝐸} est un vecteur propre de𝐷 si, et seulement si, il existe un réel 𝜆 ∈𝕂 tel que 𝑓′ = 𝜆𝑓, ce qui équivaut
à dire que 𝑓 ∶ 𝑥 ↦𝐶.e𝜆𝑥, 𝐶 ∈𝕂.
Tout élément de𝕂 est une valeur propre de𝐷, et 𝐸𝜆(𝐷) est la droite vectorielle dirigée par 𝑥↦ e𝜆𝑥.Tout élément de𝕂 est une valeur propre de𝐷, et 𝐸𝜆(𝐷) est la droite vectorielle dirigée par 𝑥↦ e𝜆𝑥.Tout élément de𝕂 est une valeur propre de𝐷, et 𝐸𝜆(𝐷) est la droite vectorielle dirigée par 𝑥↦ e𝜆𝑥.

Exemple 2
Soit 𝐴 et 𝐵 deux espaces supplémentaires, et 𝑝 la projection sur 𝐴 de direction 𝐵.
∀𝑥 ∈ 𝐸,∃!(𝑎,𝑏) ∈ 𝐴×𝐵, 𝑥 = 𝑎+𝑏 et alors 𝑝(𝑥) = 𝑎.
𝑝(𝑥) = 𝜆𝑥 équivaut donc à 𝑎 = 𝜆𝑎+𝜆𝑏, soit (𝜆−1)𝑎 +𝜆𝑏 = 0𝐸 , et donc à (𝜆−1)𝑎 = 𝜆𝑏 = 0𝐸
Les seules valeurs propres possibles de 𝑝 sont 0 et 1. De plus,Les seules valeurs propres possibles de 𝑝 sont 0 et 1. De plus,Les seules valeurs propres possibles de 𝑝 sont 0 et 1. De plus,
𝐸0(𝑝) = Ker (𝑝) = 𝐵 et 𝐸1(𝑝) = Ker (𝑝− id ) = Im (𝑝) = 𝐴.𝐸0(𝑝) = Ker (𝑝) = 𝐵 et 𝐸1(𝑝) = Ker (𝑝− id ) = Im (𝑝) = 𝐴.𝐸0(𝑝) = Ker (𝑝) = 𝐵 et 𝐸1(𝑝) = Ker (𝑝− id ) = Im (𝑝) = 𝐴.

Exemple 3
Soit 𝐸 = ℝ2, et 𝑟 la rotation vectorielle du plan, d’angle 𝜋2 , considérée comme un endomorphisme de ℝ2.
Comme 𝑟(𝑥) ⟂ 𝑥, 𝑟(𝑥) et 𝑥 ne peuvent être colinéaires que si 𝑥 = 0𝐸 .
Donc 𝑟 n’a ni valeur propre réelle ni vecteur propre.Donc 𝑟 n’a ni valeur propre réelle ni vecteur propre.Donc 𝑟 n’a ni valeur propre réelle ni vecteur propre.
Définition : spectre d'un endomorphisme en dimension finie
Soit 𝑢 ∈ℒ(𝐸), le spectre de 𝑢 est l’ensemble des valeurs propres de 𝑢 : il est noté Sp (𝑢). C’est une partie de𝕂.

Propriété 3 (importante)
Les sous-espaces propres sont en somme directe, c’est-à-dire que

si ⒧𝜆1,𝜆2,…,𝜆𝑝⒭ ∈ Sp (𝑢), alors
𝑝

𝑘=1

𝐸𝜆𝑘 (𝑢) =
𝑝

𝑘=1

𝐸𝜆𝑘 (𝑢)
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À partir d’ici, l’espace vectoriel 𝐸 est de dimension finie.
Définition : Éléments propres d'une matrice carrée
Soit 𝐴 ∈ℳ𝑛(𝕂), et 𝑢 l’endomorphisme canoniquement de𝕂𝑛 associé à 𝐴. Alors :

⋆ Les valeurs propres de 𝐴 sont les valeurs propres de 𝑢 ;
⋆ Les vecteurs propres de 𝐴 sont les matrices-colonnes des coordonnées des vecteurs propres de 𝑢 ;
⋆ Le sous-espace-propre 𝐸𝜆(𝐴) est l’espace vectoriel des solutions du système linéaire 𝐴.𝑋 = 𝜆𝑋 ;
⋆ Le spectre de 𝐴 dans𝕂 est celui de 𝑢.

Ces définitions posent deux problèmes :
∗ le choix de la base
Le lien entre 𝐴 et 𝑢 dépend du choix de la base de 𝐸 (ici, il s’agit de la base canonique). Soit 𝑃 la matrice de
passage d’une base de 𝐸 à une autre, 𝐴 ∈ℳ𝑛(𝕂) devient 𝐴′ = 𝑃−1𝐴.𝑃 et 𝑋 ∈ℳ𝑛,1(𝕂) devient 𝑃−1.𝑋 , donc les
composantes d’un vecteur propre de 𝐴 changent.

∗ le choix du corps𝕂
Si, en particulier, 𝐴 ∈ℳ𝑛(ℝ), alors 𝐴 ∈ℳ𝑛(ℂ), puisque tout coefficient réel est aussi un complexe.
Contrairement à la donnée d’un endomorphisme, la donnée d’une matrice dansℳ𝑛(ℝ) ne contraint pas le
choix du corps de base dans ce cas, et il se peut que Spℝ(𝐴) ≠ Spℂ(𝐴).
Dans tous les cas, Spℝ(𝐴) ⊂ Spℂ(𝐴).

Exemple 4

Soit 𝐴 =
⎛

⎝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

⎞

⎠
∈ℳ3(ℝ). Alors, 𝜆𝐼3−𝐴 =

⎛

⎝

𝜆 0 −1
−1 𝜆 0
0 −1 𝜆

⎞

⎠
.

𝜆 est valeur propre de 𝐴 si, et seulement si, 𝐴 est non inversible, c’est-à-dire si det (𝜆𝐼3−𝐴) = 0.
Par application de la règle de SARRUS, on trouve que det (𝜆𝐼3−𝐴) = 𝜆3−1.
On en déduit que les valeurs propres de 𝐴 sont les solutions de 𝑋3−1 = 0, c’est-à-dire
Spℝ(𝐴) = {1} et Spℂ(𝐴) = {1, 𝑗, 𝑗2} où 𝑗 = exp 2𝑖𝜋3 .Spℝ(𝐴) = {1} et Spℂ(𝐴) = {1, 𝑗, 𝑗2} où 𝑗 = exp 2𝑖𝜋3 .Spℝ(𝐴) = {1} et Spℂ(𝐴) = {1, 𝑗, 𝑗2} où 𝑗 = exp 2𝑖𝜋3 .

1.2 – Polynôme caractéristique
Propriété et définition (4) : polynôme caractéristique d’une matrice carrée

Soit 𝐴 ∈ℳ𝑛(𝕂) une matrice carrée, alors 𝑥↦ det (𝑥 𝐼𝑛−𝐴) est une fonction polynomiale.
Le polynôme de𝕂[𝑋] ainsi défini est unitaire et de degré 𝑛 ; il est appelé polynôme caractéristique de 𝐴, et
noté 𝜒𝐴. �Attention, 𝜒 est la lettre grecque chi et non la lettre latine X…
Propriété 5 : racines du polynôme caractéristique
Soit 𝐴 ∈ℳ𝑛(𝕂), 𝜆 ∈ Sp𝕂(𝐴)⟺𝜒𝐴(𝜆) = 0.
Autrement dit, les racines de 𝜒𝐴 sont les valeurs propres de 𝐴.les racines de 𝜒𝐴 sont les valeurs propres de 𝐴.les racines de 𝜒𝐴 sont les valeurs propres de 𝐴.
En conséquence, si 𝐴 ∈ℳ𝑛(𝕂), card ⒧Sp𝕂(𝐴)⒭ ⩽ 𝑛 :𝐴 admet au maximum 𝑛 valeurs propres.𝐴 admet au maximum 𝑛 valeurs propres.𝐴 admet au maximum 𝑛 valeurs propres.

Propriété 6 : polynôme caractéristique et matrices semblables

Si 𝐵 est semblable à 𝐴, alors il existe 𝑃 ∈ GLn (𝕂), 𝐵 = 𝑃−1.𝐴.𝑃 , donc 𝑋 𝐼𝑛−𝐵 = 𝑃−1.(𝑋 𝐼𝑛−𝐴).𝑃 .
Finalement 𝜒𝐵(𝑋) = 𝜒𝐴(𝑋).
Deux matrices semblables ont même polynôme caractéristique.Deux matrices semblables ont même polynôme caractéristique.Deux matrices semblables ont même polynôme caractéristique.

Définition : polynôme caractéristique d'un endomorphisme
Soit 𝑢 ∈ℒ(𝐸), et 𝐴 la matrice canoniquement associée à 𝑢 ;
le polynôme caractéristique de 𝑢 est, par définition, le polynôme caractéristique de 𝐴 : 𝜒𝐴 = 𝜒𝑢.

+ Remarque : d’après la propriété 6, le polynôme caractéristique de 𝑢 est celui de la matrice de 𝐴 dans n’importe
quelle base.

Exemple 5
Le polynôme caractéristique de la matrice 𝐴 de l’exemple 4 ci-dessus est 𝑋3−1.
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Définition : multiplicité d'une valeur propre
Soit 𝐴 ∈ℳ𝑛(𝕂), et 𝜆 une valeur propre de 𝐴.
Alors 𝜆 est une racine de 𝜒𝐴. On définit alors l’ordre de multiplicité𝑚(𝜆) de 𝜆 comme valeur propre de 𝐴 en
disant qu’il est égal à l’ordre de multiplicité de 𝜆 comme racine de 𝜒𝐴, c’est-à-dire :

𝑚(𝜆) = sup𝑘 ∈ [[1,𝑛]], (𝑋 −𝑎)𝑘|𝜒𝐴
Exemple 6

On considère, dansℝ3, la symétrie 𝑠 par rapport au plan𝑃 d’équation 2𝑥−𝑦+𝑧 = 0, de direction la droite vectorielle
𝐷 dirigée par 𝑣 = (1,1,0).
Pour calculer le polynôme caractéristique qui est un déterminant, on choisit une base adaptée à 𝑃 et𝐷 :
ℬ′ = (𝑣1,𝑣2,𝑣3) = ((1,2,0), (0,1,1), (1,1,0)). Alors 𝑃 = Vect (𝑣1,𝑣2) et𝐷 = Vect (𝑣3).

Dansℬ′, la matrice de la symétrie est 𝑆 =
⎛

⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

⎞

⎠
, donc det(𝜆 id−𝑠) = det(𝜆 𝐼3−𝑆) =

|

𝜆−1 0 0
0 𝜆−1 0
0 0 𝜆+1

|
.

𝜒𝑠(𝑋) = (𝜆−1)2(𝜆+1). Les valeurs propres de 𝑠 sont 1 (double) et −1 (simple).
Exemple 7

On considère, dans 𝐸 = ℝ𝑛−1[𝑋], l’endomorphisme Δ défini par Δ(𝑃) = 𝑃(𝑋 +1)−𝑃(𝑋).
Pour calculer le polynôme caractéristique, on écrit la matrice de Δ dans la base canonique de 𝐸.

Comme Δ(𝑋𝑝) =
𝑝−1

𝑘=0

⒧𝑛𝑘⒭𝑋
𝑘, la matrice𝑀𝑛 de Δ est triangulaire supérieure, avec des coefficients diagonaux nuls.

𝑀𝑛 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 1 1 ⋯ 1
0 0 2 3 ⒧𝑖−1𝑗 −1⒭ 𝑛
0 0 0 3 ⋯ 𝑛(𝑛−1)

2
⋮ ⋱ ⋮
⋮ 0 ⋱ 𝑛
0 0 ⋯ 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

Alors det(𝜆id−Δ) = det(𝜆 𝐼𝑛−𝑀𝑛) = 𝜆𝑛. 𝜒Δ =𝑋𝑛.
La seule valeur propre de Δ est 0, d’ordre 𝑛.
𝐸0(Δ) = Ker (Δ) = ℝ0[𝑋].

Définition : polynôme scindé
On dit que le polynôme 𝑃 est scindé dans le corps𝕂 s’il s’écrit

𝑃(𝑋) = 𝑢
𝑝

𝑘=1

⒧𝑋 −𝛼𝑘⒭,
où 𝑢 ∈𝕂∗ (le coefficient dominant), et (𝛼1,𝛼2,…,𝛼𝑝) ∈ 𝕂𝑝 (les racines de 𝑃 dans𝕂).
On rappelle que d’après le théorème de GAUSS-D’ALEMBERT, tout polynôme de degré supérieur ou égal à 1 est
scindé dans ℂ.

Propriété 7 : déterminant, trace et polynôme caractéristique
Soit 𝐴 ∈ℳ𝑛(𝕂), telle que 𝜒𝐴 est scindé dans𝕂.
Alors 𝜒𝐴(𝑋) = 𝑋𝑛− Tr (𝐴)𝑋𝑛−1+⋯+(−1)𝑛 det(𝐴), c’est-à-dire :
si ⒧𝜆1,𝜆2,…𝜆𝑛⒭ sont les valeurs propres de 𝐴 dans𝕂 répétées suivant leur ordre de multiplicité :

Tr (𝐴) =
𝑛

𝑘=1

𝜆𝑘 et det(𝐴) =
𝑛

𝑘=1

𝜆𝑘.
La trace de 𝐴 est la somme des valeurs propres de 𝐴, etLa trace de 𝐴 est la somme des valeurs propres de 𝐴, etLa trace de 𝐴 est la somme des valeurs propres de 𝐴, et
le déterminant de 𝐴 est le produit des valeurs propres de 𝐴, comptées avec leur ordre de multiplicité.le déterminant de 𝐴 est le produit des valeurs propres de 𝐴, comptées avec leur ordre de multiplicité.le déterminant de 𝐴 est le produit des valeurs propres de 𝐴, comptées avec leur ordre de multiplicité.

Propriété 8 : encadrement de dim𝐸𝜆(𝐴)
Soit 𝐴 ∈ℳ𝑛(𝕂), et 𝜆 une valeur propre de 𝐴, d’ordre𝑚(𝜆). Alors 1 ⩽ dim ⒧𝐸𝜆(𝐴)⒭ ⩽𝑚(𝜆).

+ Remarque : en particulier, pour une racine simple : dim ⒧𝐸𝜆(𝐴)⒭ =𝑚(𝜆) = 1.
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2 — Diagonalisation en dimension finie
2.1 – Matrices diagonalisables
Définition : endomorphisme diagonalisable
Soit 𝑢 ∈ℒ(𝐸), on dit que 𝑢 est diagonalisable lorsqu’il existe une base dans laquelle sa matrice est diagonale.
Définition : matrice carrée diagonalisable
Soit 𝐴 ∈ℳ𝑛(𝕂), on dit que 𝐴 est diagonalisable lorsqu’elle est semblable à une matrice diagonale.
Ceci équivaut à dire que 𝐴 représente un endomorphisme diagonalisable.

Propriété 9 : interprétation matricielle

On considère une matrice 𝐴 ∈ℳ𝑛(𝕂) diagonalisable.

Il existe alors 𝑃 ∈ GL𝑛(𝐾 ) et Δ= diag ⒧𝜆1,𝜆2,…,𝜆𝑛⒭ =
⎛
⎜⎜
⎝

𝜆1 0 ⋯ 0
0 𝜆2 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 𝜆𝑛

⎞
⎟⎟
⎠
tels que

𝐴 = 𝑃.Δ.𝑃−1

Quelques exemples (8)

∗ La matrice 𝐴 =
⎛

⎝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

⎞

⎠
∈ ℳ𝑛(ℝ) (voir l’exemple 4) est diagonalisable comme matrice complexe, et non

diagonalisable commematrice réelle (car 𝜒𝐴 n’est pas scindé dans ℝ).
∗ Soit la symétrie 𝑠 par rapport au plan 𝑃 d’équation 2𝑥−𝑦+𝑧 = 0, de direction la droite vectorielle 𝐷 dirigée
par 𝑣 = (1,1,0).
D’après l’exemple 6, 𝑠 admet pour matrice dans une base bien choisie unematrice diagonale, de coefficients
diagonaux −1,1,1. Donc 𝑠 est diagonalisable, de valeurs propres 1 (double) et −1 (simple)𝑠 est diagonalisable, de valeurs propres 1 (double) et −1 (simple)𝑠 est diagonalisable, de valeurs propres 1 (double) et −1 (simple).

∗ Considérons l’endomorphisme Δ défini dans 𝐸 = ℝ𝑛−1[𝑋] par Δ(𝑃) = 𝑃(𝑋 +1)−𝑃(𝑋), (voir 7).
𝜒Δ(𝑋) = 𝑋𝑛 ; la seule valeur propre de Δ est nulle. Si Δ était diagonalisable, alors sa matrice serait semblable
à la matrice nulle, donc serait nulle.Δ n’est pas diagonalisable.Δ n’est pas diagonalisable.Δ n’est pas diagonalisable.

2.2 – Conditions de diagonalisabilité
Propriété 10 : condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité No1

Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si, la somme des dimensions de ses sous-espaces
propres est égale à la dimension de l’espace .

Propriété 11 : condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité No2

Un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si,
(i) son polynôme caractéristique est scindé sur le corps de base𝕂
(ii) pour toute valeur propre, la dimension du sous-espace propre associé est égale à samultiplicité dans

le polynôme caractéristique.

Propriété 12 : projecteurs et symétries
Tout projecteur, ie tout 𝑝 ∈ℒ(𝐸) tel que 𝑝∘𝑝 = 𝑝, est diagonalisable, de spectre inclus dans {0,1} ;
Toute symétrie, ie tout 𝑠 ∈ℒ(𝐸) tel que 𝑠 ∘ 𝑠 = id𝐸 , est diagonalisable, de spectre inclus dans {−1,1}.

Propriété 13 : condition suffisante de diagonalisabilité No3

Un endomorphisme de𝕂𝑛 admettant 𝑛 valeurs propres distinctes est diagonalisable.
Autrement dit, si 𝜒𝑢 est scindé et admet 𝑛 racines simples, alors 𝑢 est diagonalisable.
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3 — Applications de la réduction
3.1 – Puissances successives d’une matrice carrée

Propriété 14 : calcul des puissances successives d’une matrice

Si 𝐴 ∈ℳ𝑛(𝕂) est diagonalisable, alors d’après la propriété 9, elle s’écrit 𝐴 = 𝑃.Δ.𝑃−1 ; donc, pour tout entier
𝑚∈ℕ∗,

𝐴𝑚 = 𝑃.Δ𝑚.𝑃−1 = 𝑃.diag ⒧𝜆𝑚1 ,𝜆𝑚2 ,…,𝜆𝑚𝑛 ⒭ .𝑃−1

+ Cette égalité s’étend aux valeurs entières négatives ou nulles de𝑚 si 𝐴 est inversible.
Exemple 9

Soit la matrice 𝐹 = ⒧1 1
1 0⒭ .

1. Étape 1 : calcul du polynôme caractéristique sous forme factorisée.

𝜒𝐹(𝜆) = det(𝜆𝐼2−𝐹) =
|
𝜆−1 −1
−1 𝜆

| = 𝜆2−𝜆−1 = ⒧𝜆− 1+√5
2 ⒭⒧𝜆− 1−√5

2 ⒭

2. Étape 2 : discussion de la diagonalisabilité.

Comme 𝜒𝐹(𝜆) a deux racines distinctes : 𝛼 = 1+√5
2 et 𝛽 = 1−√5

2 , il est scindé à racines simples et d’après
la propriété 13, 𝐹 est diagonalisable.

3. Étape 3 : détermination des sous-espaces propres.
Comme les racines sont simples, les sous-espaces propres sont des droites.

𝜆 =𝛼 = 1+√5
2𝜆 = 𝛼 = 1+√5
2𝜆 = 𝛼 = 1+√5
2 : 𝐹−𝛼𝐼2 = ⒧1−𝛼 1

1 −𝛼⒭ est nécessairement de rang 1, avec deux lignes proportionnelles ;

𝐸𝛼(𝐹) = Ker (𝐹 −𝛼𝐼2) est défini par le système (𝐹 −𝛼𝐼2)⒧
𝑥
𝑦⒭ = ⒧00⒭, donc par l’équation 𝑥−𝛼𝑦 = 0.

𝐸𝛼(𝐹) = Vect ⒧𝛼1 ⒭ et de manière analogue : 𝐸𝛽(𝐹) = Vect ⒧𝛽1 ⒭.𝐸𝛼(𝐹) = Vect ⒧𝛼1 ⒭ et de manière analogue : 𝐸𝛽(𝐹) = Vect ⒧𝛽1 ⒭.𝐸𝛼(𝐹) = Vect ⒧𝛼1 ⒭ et de manière analogue : 𝐸𝛽(𝐹) = Vect ⒧𝛽1 ⒭.

Finalement :𝐹 = 𝑃.Δ.𝑃−1, avec 𝑃 = ⒧𝛼 𝛽
1 1⒭, et Δ= ⒧𝛼 0

0 𝛽⒭.𝐹 = 𝑃.Δ.𝑃−1, avec 𝑃 = ⒧𝛼 𝛽
1 1⒭, et Δ= ⒧𝛼 0

0 𝛽⒭.𝐹 = 𝑃.Δ.𝑃−1, avec 𝑃 = ⒧𝛼 𝛽
1 1⒭, et Δ= ⒧𝛼 0

0 𝛽⒭.

4. Étape 4 : calcul des puissances successives.

⒧𝛼 0
0 𝛽⒭

−1
= 1
𝛼−𝛽 ⒧ 1 −𝛽

−1 𝛼 ⒭ = 1
√5

⒧ 1 −𝛽
−1 𝛼 ⒭ car 𝛼−𝛽 =√5.

D’après la propriété 14, pour tout 𝑛 ∈ ℤ, 𝐹𝑛 = 𝑃.diag ⒧𝛼𝑛,𝛽𝑛⒭ .𝑃−1 donc après calcul :

𝐹𝑛 = 1
√5

⒧𝛼
𝑛+1−𝛽𝑛+1 −𝛽𝛼𝑛+1+𝛼𝛽𝑛+1
𝛼𝑛−𝛽𝑛 −𝛽𝛼𝑛+𝛼𝛽𝑛 ⒭ = 1

√5
⒧𝛼

𝑛+1−𝛽𝑛+1 𝛼𝑛−𝛽𝑛
𝛼𝑛−𝛽𝑛 𝛼𝑛−1−𝛽𝑛−1⒭

(on rappelle que 𝛼.𝛽 = −1).

Exemple 10
Considérons la matrice 𝐵 =

⎛

⎝

4 3 −5
1 2 −1
3 3 −4

⎞

⎠
.

1. Étape 1 : calcul du polynôme caractéristique sous forme factorisée.

𝜒𝐵(𝜆) =
|

𝜆−4 −3 5
−1 𝜆−2 1
−3 −3 𝜆+4

|

𝐶3 ←𝐶3+𝐶1
=

𝐶2 ←𝐶2−𝐶1

|

𝜆−4 1−𝜆 1+𝜆
−1 𝜆−1 0
−3 0 1+𝜆

|
= (𝜆−1)(1+𝜆)

|

𝜆−4 −1 1
−1 1 0
−3 0 1

|

𝜒𝐵(𝜆)
𝐿1 ←𝐿1+𝐿2−𝐿3

= (𝜆−1)(1+𝜆)
|

𝜆−2 0 0
−1 1 0
−3 0 1

|
= (𝜆−1)(𝜆+1)(𝜆−2).

Commentaire : cette étape est souvent la plus pénible ; il vautmieux procéder par des opérations de pivot de
Gauss, qui permettent de factoriser le polynôme en cours de calcul, et vérifier les valeurs propres trouvées
(1,−1,2) en écrivant que Tr (𝐵) = 4+2−4 = 2 est bien égale à la somme des valeurs propres : 1−1+2 = 2.

2. Étape 2 : discussion de la diagonalisabilité.
Le polynôme caractéristique est scindé dansℝ, avec des valeurs propres distinctes, donc d’après la propriété
13 (CS3), 𝐵 est diagonalisable dans ℝ.
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3. Étape 3 : détermination des sous-espaces propres.

∗ 𝜆 = 1𝜆 = 1𝜆 = 1 ; 𝐸1(𝐵) est de dimension 1, et il est défini par le système 𝐵.𝑋 = 𝑋 , soit (𝐵 − 𝐼3)𝑋 = (0), c’est-à-dire :
⎧⎪
⎨
⎪⎩

3𝑥+3𝑦−5𝑧 = 0
𝑥+𝑦−𝑧 = 0
3𝑥+3𝑦−5𝑧 = 0

soit 𝑥+𝑦 = 0
𝑧 = 0 . 𝐸1(𝐵) = ℝ.

⎛

⎝

1
−1
0

⎞

⎠
.𝐸1(𝐵) = ℝ.

⎛

⎝

1
−1
0

⎞

⎠
.𝐸1(𝐵) = ℝ.

⎛

⎝

1
−1
0

⎞

⎠
.

∗ 𝜆 =−1𝜆 =−1𝜆 =−1 ; 𝐸−1(𝐵) est de dimension 1, et il est défini par le système 𝐵.𝑋 = −𝑋 , soit (𝐵 + 𝐼3)𝑋 = (0), c’est-à-

dire :
⎧⎪
⎨
⎪⎩

5𝑥+3𝑦−5𝑧 = 0
𝑥+3𝑦−𝑧 = 0
3𝑥+3𝑦−3𝑧 = 0

soit 𝑥−𝑧 = 0
𝑦 = 0 𝐸−1(𝐵) = ℝ.

⎛

⎝

1
0
1

⎞

⎠
.𝐸−1(𝐵) = ℝ.

⎛

⎝

1
0
1

⎞

⎠
.𝐸−1(𝐵) = ℝ.

⎛

⎝

1
0
1

⎞

⎠
.

∗ 𝜆 = 2𝜆 = 2𝜆 = 2 ;𝐸2(𝐵) est de dimension 1, et il est défini par le système 𝐵.𝑋 = 2𝑋 , soit (𝐵−2𝐼3)𝑋 = (0), c’est-à-dire :
⎧⎪
⎨
⎪⎩

2𝑥+3𝑦−5𝑧 = 0
𝑥 −𝑧 = 0
3𝑥+3𝑦−6𝑧 = 0

, soit
⎧⎪
⎨
⎪⎩

−3𝑥+3𝑦 = 0
𝑥−𝑧 = 0
3𝑥−3𝑦 = 0

, 𝐸2(𝐵) = ℝ.
⎛

⎝

1
1
1

⎞

⎠
.𝐸2(𝐵) = ℝ.

⎛

⎝

1
1
1

⎞

⎠
.𝐸2(𝐵) = ℝ.

⎛

⎝

1
1
1

⎞

⎠
.

Finalement : 𝐵 = 𝑃.Δ.𝑃−1, avec 𝑃 =
⎛

⎝

1 1 1
0 −1 1
1 0 1

⎞

⎠
, et Δ=

⎛

⎝

−1 0 0
0 1 0
0 0 2

⎞

⎠
.

4. Étape 4 : calcul des puissances successives.
D’après la propriété 14, pour tout 𝑛 ∈ ℤ,

𝐵𝑛 = 𝑃.diag ⒧(−1)𝑛,1,2𝑛⒭ .𝑃−1 =
⎛

⎝

1−(−1)𝑛+2𝑛 −(−1)𝑛+2𝑛 −1+2(−1)𝑛−2𝑛
−1+2𝑛 2𝑛 1−2𝑛

−(−1)𝑛+2𝑛 −(−1)𝑛+2𝑛 2(−1)𝑛−2𝑛
⎞

⎠

Exemple 11

Considérons la matrice 𝐶 ′ = 1
3
⎛

⎝

−1 −2 −2
2 3 2
−2 −2 −1

⎞

⎠
.

1. Étape 1 : calcul du polynôme caractéristique sous forme factorisée.
Posons 𝐶 = 3𝐶 ′ ; le calcul direct du polynôme caractéristique de 𝐶 ′ donnerait

𝜒𝐶 ′ (𝜆) = det (𝐶 ′−𝜆𝐼3) = det⒧13𝐶 −𝜆𝐼3⒭ = det⒧13 ⒧𝐶 −3𝜆𝐼3⒭⒭ =
1
33 det (𝐶 −3𝜆𝐼3) =

1
27𝜒𝐶 (3𝜆).

On est donc amené à écrire 𝜒𝐶 ′ (𝜆) = 1
27

|

1+3𝜆 2 2
−2 3𝜆−3 −2
2 2 3𝜆+1

|
, ce qui est peu pratique.

Il est bien plus simple de réduire la matrice 𝐶 = 3𝐶 ′, dont les vecteurs propres sont ceux de 𝐶 ′, et les valeurs
propres sont le triple de celles de 𝐶 ′.

𝜒𝐶 (𝜆) =
|

1+𝜆 2 2
−2 𝜆−3 −2
2 2 𝜆+1

|

𝐶3 ←𝐶3−𝐶2
=

𝐶1 ←𝐶1−𝐶2
=
|

𝜆−1 2 0
1−𝜆 𝜆−3 1−𝜆
0 2 𝜆−1

|
= (𝜆−1)2

|

1 2 0
−1 𝜆−3 −1
0 2 1

|

𝜒𝐶 (𝜆)
𝐿2 ←𝐿1+𝐿2+𝐿3

= (𝜆−1)2
|

1 −2 0
0 𝜆+1 0
0 −2 1

|
= (𝜆−1)2(𝜆+1)

Tr (𝐵) = −1+3−1 = 1, qui est bien égal à la somme des valeurs propres : 1+1−1 = 1.
2. Étape 2 : discussion de la diagonalisabilité.

Le polynôme caractéristique est scindé dans ℝ, avec une valeur propre double : 1.
D’après la propriété caractéristique 11, il faut donc vérifier que dim𝐸1 =𝑚(1) = 2.

3. Étape 3 : détermination des sous-espaces propres.
∗ 𝜆 = 1𝜆 = 1𝜆 = 1 ; 𝐸1(𝐶 ) est défini par le système 𝐶.𝑋 = 𝑋 , soit (𝐶 −𝐼3)𝑋 = (0), c’est-à-dire :

⎧⎪
⎨
⎪⎩

−2𝑥−2𝑦−2𝑧 = 0
2𝑥+2𝑦+2𝑧 = 0
−2𝑥−2𝑦−2𝑧 = 0

;
ie 𝑥+𝑦+𝑧 = 0 :𝐸1(𝐶 ) est un plan, ce qui justifie la diagonalisabilité de 𝐶 .𝐸1(𝐶 ) est un plan, ce qui justifie la diagonalisabilité de 𝐶 .𝐸1(𝐶 ) est un plan, ce qui justifie la diagonalisabilité de 𝐶 .
De plus 𝐸1(𝐶 ) = 𝐸 1

3
(𝐶 ′) = Vect ⒧⒧ 1

−1
0 ⒭ , ⒧

1
0
−1
⒭⒭.

∗ 𝜆 =−1𝜆 =−1𝜆 =−1 ; 𝐸−1(𝐶 ) est défini par le système 𝐶.𝑋 = −𝑋 , soit (𝐶 +𝐼3)𝑋 = (0), ie :
⎧⎪
⎨
⎪⎩

−2𝑦−2𝑧 = 0
2𝑥+4𝑦+2𝑧 = 0
−2𝑥−2𝑦 = 0

.
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𝐸−1(𝐶 ) = 𝐸− 1
3
(𝐶 ′) = ℝ⒧ 1

−1
1 ⒭𝐸−1(𝐶 ) = 𝐸− 1

3
(𝐶 ′) = ℝ⒧ 1

−1
1 ⒭𝐸−1(𝐶 ) = 𝐸− 1

3
(𝐶 ′) = ℝ⒧ 1

−1
1 ⒭

Finalement : 𝐶 = 𝑃.Δ.𝑃−1, avec 𝑃 =
⎛

⎝

1 1 1
−1 0 −1
0 −1 1

⎞

⎠
, Δ=

⎛

⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

⎞

⎠
, et 𝐶 ′ = 𝑃.13Δ.𝑃

−1.Finalement : 𝐶 = 𝑃.Δ.𝑃−1, avec 𝑃 =
⎛

⎝

1 1 1
−1 0 −1
0 −1 1

⎞

⎠
, Δ=

⎛

⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

⎞

⎠
, et 𝐶 ′ = 𝑃.13Δ.𝑃

−1.Finalement : 𝐶 = 𝑃.Δ.𝑃−1, avec 𝑃 =
⎛

⎝

1 1 1
−1 0 −1
0 −1 1

⎞

⎠
, Δ=

⎛

⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

⎞

⎠
, et 𝐶 ′ = 𝑃.13Δ.𝑃

−1.

4. Étape 4 : calcul des puissances successives.
D’après la propriété 14, pour tout 𝑛 ∈ ℤ,

(𝐶 ′)𝑛 = 𝑃.diag 1
3𝑛 ⒧1,1, (−1)

𝑛⒭ .𝑃−1 = 1
3𝑛

⎛

⎝

(−1)𝑛 −1+(−1)𝑛 −1+(−1)𝑛
1− (−1)𝑛 2− (−1)𝑛 1− (−1)𝑛
−1+(−1)𝑛 −1+(−1)𝑛 (−1)𝑛

⎞

⎠
.

On peut aussi écrire que (𝐶 ′)𝑛 =3
−𝑛𝐶 si 𝑛 est impair
3−𝑛𝐼3 si 𝑛 est pair

Exemple 12
On considère la matrice𝑀 =

⎛

⎝

−2 1 −1
−1 0 −1
4 0 3

⎞

⎠
.

1. Étape 1 : calcul du polynôme caractéristique sous forme factorisée.

𝜒𝑀 (𝜆) =
|

𝜆+2 −1 1
1 𝜆 1
−4 0 𝜆−4

|
𝐿1 ←𝐿1−𝐿2

=
|

1+𝜆 −1−𝜆 0
1 𝜆 1
−4 0 𝜆−3

|
= (𝜆+1)

|

1 −1 0
1 𝜆 1
−4 0 𝜆−3

|

𝜒𝑀 (𝜆)
𝐶1 ←𝐶1−𝐶3

= (𝜆+1)
|

1 −1 0
0 𝜆 1

−1−𝜆 0 𝜆−3

|
= (1+𝜆)(𝜆(𝜆−3)+1+𝜆) = (𝜆+1)(𝜆2−2𝜆+1)

𝜒𝑀 (𝜆) = (𝜆+1)(𝜆−1)2 : Tr (𝑀) = −2+4−1 = 1, qui est bien égal à la sommedes valeurs propres : 1+1−1 = 1.
2. Étape 2 : discussion de la diagonalisabilité.

Le polynôme caractéristique est scindé dans ℝ, avec une valeur propre double : 1.
D’après la propriété caractéristique 11, il faut donc vérifier que dim𝐸1 =𝑚(1) = 2.

3. Étape 3 : détermination des sous-espaces propres.

∗ 𝜆 = 1𝜆 = 1𝜆 = 1 ; 𝐸1(𝑀) est défini par le système𝑀.𝑋 =𝑋 , soit (𝑀 −𝐼3)𝑋 = (0), c’est-à-dire :
⎧⎪
⎨
⎪⎩

−3𝑥+𝑦−𝑧 = 0
−𝑥−𝑦−𝑧 = 0
4𝑥 +2𝑧 = 0

soit 𝑥+𝑦+𝑧 = 0
2𝑥 +𝑧 = 0 .𝐸1(𝑀) est une droite, donc𝑀 est non diagonalisable.𝐸1(𝑀) est une droite, donc𝑀 est non diagonalisable.𝐸1(𝑀) est une droite, donc𝑀 est non diagonalisable.

De plus𝐸1(𝑀) = ℝ.⒧ 1
1
−2 ⒭𝐸1(𝑀) = ℝ.⒧ 1
1
−2 ⒭𝐸1(𝑀) = ℝ.⒧ 1
1
−2 ⒭.

∗ 𝜆 =−1𝜆 =−1𝜆 =−1 ; 𝐸−1(𝑀) est défini par le système𝑀.𝑋 =−𝑋 , soit (𝑀 +𝐼3)𝑋 = (0), c’est-à-dire :
⎧⎪
⎨
⎪⎩

−𝑥+𝑦−𝑧 = 0
−𝑥+𝑦−𝑧 = 0
4𝑥 +4𝑧 = 0

soit 𝑥+𝑦+𝑧 = 0
𝑥 +𝑧 = 0 . 𝐸−1(𝑀) = ℝ.

⎛

⎝

1
0
−1

⎞

⎠
.𝐸−1(𝑀) = ℝ.

⎛

⎝

1
0
−1

⎞

⎠
.𝐸−1(𝑀) = ℝ.

⎛

⎝

1
0
−1

⎞

⎠
.

3.2 – Récurrences linéaires
Propriété 15 : écriture matricielle d’une relation de récurrence linéaire
Soit 𝑝 suites à termes complexes, notées ⒧𝑢𝑘,𝑛⒭1⩽𝑘⩽𝑝.

Pour 𝑛 ∈ℕ, on note𝑈𝑛 la matrice-colonne dont la 𝑖ème ligne est 𝑢𝑖,𝑛 :𝑈𝑛 =
⎛
⎜⎜
⎝

𝑢1,𝑛
𝑢2,𝑛
⋮
𝑢𝑝,𝑛

⎞
⎟⎟
⎠
.

les suites ⒧𝑢𝑘,𝑛⒭1⩽𝑘⩽𝑝 sont définies par la donnée des ⒧𝑢𝑘,0⒭1⩽𝑘⩽𝑝 (équivalente à celle de𝑈0) et de 𝑝 relations
de récurrences linéaires équivalentes à𝑈𝑛+1 =𝐴.𝑈𝑛.
De manière analogue à une suite géométrique : ⒧∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑈𝑛+1 =𝐴.𝑈𝑛⒭⟺⒧∀𝑛 ∈ℕ, 𝑈𝑛 =𝐴𝑛.𝑈0⒭.
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Exemple 13
On considère les suites (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛) définies par la donnée de 𝑢0 et 𝑣0, et la relation de récurrence

(𝑅𝑛) ∶ 
𝑢𝑛+1 =𝑢𝑛+𝑣𝑛
𝑣𝑛+1 =𝑢𝑛

On constate qu’en posant𝑈𝑛 = ⒧𝑢𝑛𝑣𝑛 ⒭, ces relations se ramènent à𝑈𝑛+1 =𝐹.𝑈𝑛, où 𝐹 est la

matrice étudiée dans l’exemple 9.

Alors𝑈𝑛 =𝐹𝑛.𝑈0 : ⒧
𝑢𝑛
𝑣𝑛 ⒭ =

⎛
⎜⎜
⎝

1
√5

⒧𝛼1+𝑛−𝛽1+𝑛⒭𝑢0+
1
√5

⒧𝛽𝑛−𝛼𝑛⒭𝑣0
1
√5

⒧𝛼𝑛−𝛽𝑛⒭𝑢0+
1
√5

⒧𝛼𝑛−1−𝛽𝑛−1⒭𝑣0

⎞
⎟⎟
⎠

Application classique :

On considère la suite 𝑣𝑛 définie par 𝑢0 =𝑢1 = 1 et la relation de récurrence 𝑢𝑛+1 =𝑢𝑛+𝑢𝑛−1 pour 𝑛 ∈ℕ∗.
En posant 𝑣𝑛 =𝑢𝑛−1, on constate que cette relation équivaut à (𝑅𝑛), résolue plus haut (en posant (𝑢0,𝑣0) = (1,0), on

trouve 𝑢1 =𝑢0 = 1). On en déduit donc : ∀𝑛 ∈ℕ, 𝑢𝑛 =
1
√5

⒧𝛼1+𝑛−𝛽1+𝑛⒭, où {𝛼,𝛽} = 1+√5
2 , 1−√5

2 .
Commentaire : ceci définit la célèbre suite de LÉONARD DE PISE, dit FIBONACCI.
Contrairement aux apparences, la suite (𝑢𝑛) est à valeurs entières pour 𝑛 ∈ℕ.
Demanière générale, une relation de récurrence linéaire double :+
(𝑅2) 𝑢𝑛+2+𝑎𝑢𝑛+1+𝑏𝑢𝑛 = 0
où (𝑎,𝑏) ∈ ℂ2, se ramène en posant𝑈𝑛 = ⒧𝑢𝑛+1𝑢𝑛 ⒭ à la relation de récurrence

(𝑀2) 𝑈𝑛+1 =𝐺 .𝑈𝑛 où 𝐺 = ⒧−𝑎 𝑏
1 0⒭

On est donc amené à réduire la matrice 𝐺 , de polynôme caractéristique 𝜒𝐺 (𝜆) =
|
𝜆+𝑎 −𝑏
−1 𝜆

| = 𝜆2+𝑎𝜆+𝑏, donc à
résoudre l’équation caractéristique de (𝑅2) : 𝜒2 ∶ 𝑋2+𝑎𝑋 +𝑏 = 0.
Si cette équation admet deux racines distinctes 𝛼 et 𝛽, alors 𝐺 est diagonalisable, de valeurs propres 𝛼 et 𝛽, et on
aboutit finalement à 𝑢𝑛 ∈ Vect ⒧⒧𝛼𝑛⒭ , ⒧𝛽𝑛⒭⒭.

Exemple 14
On considère les suites (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ, (𝑣𝑛)𝑛∈ℕ, (𝑤𝑛)𝑛∈ℕ définies par la donnée de 𝑢0,𝑣0,𝑤0 et les relations de récurrence :
⎧⎪
⎨
⎪⎩

3𝑢𝑛+1 =−𝑢𝑛−2𝑣𝑛−2𝑤𝑛
3𝑣𝑛+1 = 2𝑢𝑛+3𝑣𝑛+2𝑤𝑛
3𝑤𝑛 =−2𝑛−2𝑣𝑛−𝑤𝑛

. On constate qu’en posant 𝑈𝑛 =
⎛

⎝

𝑢𝑛
𝑣𝑛
𝑤𝑛

⎞

⎠
, ces relations se ramènent à 𝑈𝑛+1 = 𝐶 ′.𝑈𝑛, où

𝐶 ′ est la matrice diagonalisée dans l’exemple 11.
Alors𝑈𝑛 = (𝐶 ′)𝑛𝑈0. On calcule sans difficulté𝑈𝑛, et on constate que (3𝑛𝑢𝑛), (3𝑛𝑣𝑛) et (3𝑛𝑤𝑛) sont 2-périodiques.
Alors 𝑢𝑛 =𝒪(3−𝑛), donc lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = 0 et de même lim

𝑛→+∞
𝑣𝑛 = lim

𝑛→+∞
𝑤𝑛 = 0.

4 — Trigonalisation en dimension finie
Définition : endomorphismes trigonalisables
Soit 𝑢 ∈ℒ(𝐸), on dit que 𝑢 est trigonalisable lorsqu’il existe une base de 𝐸 dans laquelle sa matrice est triangu-
laire supérieure.
Définition : matrice trigonalisable
Soit 𝐴 ∈ℳ𝑛(𝕂), on dit que𝑀 est trigonalisable lorsqu’elle est semblable à unematrice triangulaire supérieure;
ce qui signifie qu’elle représente un endomorphisme trigonalisable.

Propriété (admise) (16) : endomorphisme trigonalisable
Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement si son polynôme caractéristique est scindé sur𝕂.
Par conséquent, tout endomorphisme est trigonalisable sur ℂ.
Toute matrice deℳ𝑛(ℝ) est trigonalisable dans ℂ ; toute matrice deℳ𝑛(ℂ) est trigonalisable.

Exemple 15
On considère la relation de récurrence
(𝑅2) 𝑢𝑛+2+𝑎𝑢𝑛+1+𝑏𝑢𝑛 = 0
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étudiée plus haut lorsque 𝑋2+𝑎𝑋 +𝑏 admet deux racines distinctes.
On se place maintenant dans le cas où 𝑋2 +𝑎𝑋 +𝑏 admet une racine double, c’est-à-dire lorsque 𝑎2 −4𝑏 = 0 (et
alors la racine double de 𝑋2+𝑎𝑋 +𝑏 est 𝛼 =−𝑎2 , et 𝑋

2+𝑎𝑋 +𝑏 = (𝑋 −𝛼)2).

En posant𝑈𝑛 = ⒧𝑢𝑛+1𝑢𝑛 ⒭, (𝑅2) ∶ 𝑢𝑛+2−2𝛼𝑢𝑛+1+𝛼2𝑢𝑛 = 0 se ramène à𝑈𝑛+1 =𝐴.𝑈𝑛 avec𝐴 = ⒧2𝛼 −𝛼2

1 0 ⒭. Le polynôme

caractéristique de𝐴 est (𝜆−𝛼)2, donc𝐴 n’est pas diagonalisable (sinon elle serait semblable à𝛼𝐼2, donc égale à𝛼𝐼2).
On est donc amené à la trigonaliser. On abandonnera le cas « sans intérêt » 𝛼 = 0.On est donc amené à la trigonaliser. On abandonnera le cas « sans intérêt » 𝛼 = 0.On est donc amené à la trigonaliser. On abandonnera le cas « sans intérêt » 𝛼 = 0.
Puisque 𝐴−𝛼𝐼2 = ⒧𝛼 −𝛼2

1 −𝛼 ⒭ (matrice de rang 1), 𝐸𝛼(𝐴) = Vect ⒧𝛼1 ⒭.

On admet que 𝐴 est semblable à la matrice 𝑇 = ⒧𝛼 1
0 𝛼⒭ ; on est donc amené à chercher une base (𝑢1,𝑢2) de ℝ2 telle

que 𝑓(𝑢1) = 𝛼𝑢1 et 𝑓(𝑢2) = 𝑢1+𝛼𝑢2.
𝑢1 = (𝛼,1) convient ; la condition sur 𝑢2 est équivalente au système (𝐴−𝛼𝐼2).𝑋 =𝑈1, donc à l’équation 𝑥−𝛼𝑦 = 1.
𝑢2 = (1,0) convient.
Finalement, 𝐴 = 𝑃.𝑇 .𝑃−1 avec 𝑃 = ⒧𝛼 1

1 0⒭ et 𝑇 = ⒧𝛼 1
0 𝛼⒭.Finalement, 𝐴 = 𝑃.𝑇 .𝑃−1 avec 𝑃 = ⒧𝛼 1

1 0⒭ et 𝑇 = ⒧𝛼 1
0 𝛼⒭.Finalement, 𝐴 = 𝑃.𝑇 .𝑃−1 avec 𝑃 = ⒧𝛼 1

1 0⒭ et 𝑇 = ⒧𝛼 1
0 𝛼⒭.

On peut montrer (par exemple par récurrence sur 𝑛 ∈ ℕ) que 𝑇 𝑛 = ⒧𝛼
𝑛 𝑛𝛼𝑛−1

0 𝛼𝑛 ⒭ ; ceci permet de calculer 𝐴𝑛, puis

𝑈𝑛 et 𝑢𝑛 en fonction de 𝑛 et 𝑢0,𝑢1.
On vérifiera que (∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+2−2𝛼𝑢𝑛+1+𝛼2𝑢𝑛 = 0)⟺(∃(𝜆,𝜇) ∈ 𝕂2,∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 𝜆𝛼𝑛+𝜇𝑛𝛼𝑛)

Exemple 16

On reprend l’exemple 12, avec la matrice 𝑀 =
⎛

⎝

−2 1 −1
−1 0 −1
4 0 3

⎞

⎠
: on rappelle que 𝑀 est non diagonalisable, de

valeurs propres 1 (double) et −1 (simple), et que 𝐸1(𝑀) = ℝ.⒧ 1
1
−2 ⒭ ; 𝐸−1(𝑀) = ℝ.⒧ 1

0
−1
⒭.

Il reste à compléter le système libre ainsi défini : (𝑢1,𝑢2) = ⒧⒧ 1
0
−1
⒭ , ⒧ 1

1
−2 ⒭⒭ par un troisième vecteur.

premièreméthode : sans indication

On complète (𝑢1,𝑢2) par le vecteur le plus simple qui convienne : 𝑢3 = (1,0,0).

Alors𝑀.
⎛

⎝

1
0
0

⎞

⎠
= 𝐶1 =

⎛

⎝

−2
−1
4

⎞

⎠
d’une part, et la matrice𝑀 dans la base (𝑢1,𝑢2,𝑢3) est nécessairement

⎛

⎝

−1 0 𝑎
0 1 𝑏
0 0 1

⎞

⎠
, ce

qui signifie que𝑀.
⎛

⎝

1
0
0

⎞

⎠
= 𝑎

⎛

⎝

1
0
−1

⎞

⎠
+𝑏

⎛

⎝

1
1
−2

⎞

⎠
+
⎛

⎝

1
0
0

⎞

⎠
; il suffit donc de rechercher les réels 𝑎 et 𝑏 tels que

𝑀.
⎛

⎝

1
0
0

⎞

⎠
−
⎛

⎝

1
0
0

⎞

⎠
= 𝑎

⎛

⎝

1
0
−1

⎞

⎠
+𝑏

⎛

⎝

1
1
−2

⎞

⎠
, c’est-à-dire :

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑎+𝑏 =−3
𝑏 =−1
−𝑎−2𝑏 = 4

.

On trouve 𝑎 =−2,𝑏 = −1, donc𝑀 =𝑃.𝑇 .𝑃−1 avec 𝑇 =
⎛

⎝

−1 0 −2
0 1 −1
0 0 1

⎞

⎠
et 𝑃 =

⎛

⎝

1 1 1
0 1 0
−1 −2 0

⎞

⎠
.𝑀 =𝑃.𝑇 .𝑃−1 avec 𝑇 =

⎛

⎝

−1 0 −2
0 1 −1
0 0 1

⎞

⎠
et 𝑃 =

⎛

⎝

1 1 1
0 1 0
−1 −2 0

⎞

⎠
.𝑀 =𝑃.𝑇 .𝑃−1 avec 𝑇 =

⎛

⎝

−1 0 −2
0 1 −1
0 0 1

⎞

⎠
et 𝑃 =

⎛

⎝

1 1 1
0 1 0
−1 −2 0

⎞

⎠
.

deuxièmeméthode : avec indication (cas majoritaire)

Un énoncé type précise que𝑀 ∼𝑇1 =
⎛

⎝

−1 0 0
0 1 1
0 0 1

⎞

⎠
, avec une matrice de passage dont la première ligne est (1,1,1).

En notant 𝑓 l’endomorphisme canoniquement associé à𝑀 , il s’agit de trouver une base (𝑣1,𝑣2,𝑣3) telle que
𝑓(𝑣1) = −1.𝑣1+0.𝑣2+0.𝑣3 =−𝑣1 (première colonne de 𝑇1) ;
𝑓(𝑣2) = 0.𝑣1+1.𝑣2+0.𝑣3 = 𝑣2 (deuxième colonne de 𝑇1) ;
𝑓(𝑣3) = 0.𝑣1+1.𝑣2+1.𝑣3 = 𝑣2+𝑣3 (troisième colonne de 𝑇1).

𝑓(𝑣1) f(v2) 𝑓(𝑣3)
−1 0 0 𝑣1
0 1 1 𝑣2
0 0 1 𝑣3
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𝑣1 = 𝑢1 ∈ 𝐸−1(𝑀) et 𝑣2 = 𝑢2 ∈ 𝐸1(𝑀) conviennent ; en notant (𝑥,𝑦,𝑧) les coordonnées de 𝑣3, il reste à résoudre le

système équivalent à 𝑓(𝑣3)−𝑣3 = 𝑣2, c’est-à-dire
⎧⎪
⎨
⎪⎩

−3𝑥+𝑦−𝑧 = 1 (1)
−𝑥−𝑦−𝑧 = 1 (2)
4𝑥+2𝑧 = −2 (3)

.

On constate que (1) = −(2)− (3) ; par ailleurs, la contrainte sur la première ligne de la matrice revient à écrire 𝑥 = 1.
On trouve 𝑧 = −3 et 𝑦 = 1.

Finalement𝑀 =𝑃1.𝑇1.𝑃−1
1 avec 𝑇1 =

⎛

⎝

−1 0 0
0 1 1
0 0 1

⎞

⎠
et 𝑃1 =

⎛

⎝

1 1 1
0 1 1
−1 −2 −3

⎞

⎠
.𝑀 =𝑃1.𝑇1.𝑃−1

1 avec 𝑇1 =
⎛

⎝

−1 0 0
0 1 1
0 0 1

⎞

⎠
et 𝑃1 =

⎛

⎝

1 1 1
0 1 1
−1 −2 −3

⎞

⎠
.𝑀 =𝑃1.𝑇1.𝑃−1

1 avec 𝑇1 =
⎛

⎝

−1 0 0
0 1 1
0 0 1

⎞

⎠
et 𝑃1 =

⎛

⎝

1 1 1
0 1 1
−1 −2 −3

⎞

⎠
.

Application : calcul de𝑀𝑛

Mettre la matrice 𝑇1 à la puissance 𝑛 revient à résoudre les relations de récurrence linéaire :
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑢𝑛+1 = −𝑢𝑛
𝑣𝑛+1 = 𝑣𝑛+𝑤𝑛
𝑤𝑛+1 = 𝑤𝑛

, donc
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑢𝑛 est géométrique de raison −1
𝑣𝑛 est arithmétique de raison𝑤0
𝑤𝑛 est constante

:
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑢𝑛 = (−1)𝑛𝑢0
𝑣𝑛 = 𝑣0+𝑛𝑤0
𝑤𝑛 = 𝑤0

.

Alors 𝑇 𝑛
1 =

⎛

⎝

(−1)𝑛 0 0
0 1 𝑛
0 0 1

⎞

⎠
donc𝑀𝑛 = 𝑃1.𝑇 𝑛

1 .𝑃−1
1 =

⎛

⎝

(−1)𝑛−𝑛 1−(−1)𝑛−𝑛 −𝑛
−𝑛 1−𝑛 −𝑛

1−(−1)𝑛+2𝑛 −1+(−1)𝑛+2𝑛 1+2𝑛

⎞

⎠
pour tout 𝑛 ∈ℕ.
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