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CHAPITRE 1 ESPACES VECTORIELS 2024/2025

Dans ce chapitre, E désigne un espace vectoriel sur le corps K =R ou C.

1 — Familles libres et génératrices, bases, dimension

(Définition : famille )

Une famille d’éléments de E est une application d'un ensemble I d’indices dans E, notée (e;) ;c;-
La famille est finielorsque I est de cardinal fini.

Lorsque I = [[1,n]] = {1,2,... n}, on parle aussi de systéme; lorsque I = N, on parle aussi de suite.
(Définition : famille finie libre )

Soit (#;),¢;<,, une famille d’éléments (ou vecteurs) de E.

On dit que (u;),;,, est une famille libre ou linéairement indépendante lorsque

V(/li)lsisnEKn» (Z/liuiZ()) :>(Vl€ [[1,11]],/1,:0)
i=1

(Définition : famille quelconque libre )

Soit (1;) ;c; une famille d’éléments (ou vecteurs) de E.
On dit que (u;);c; est une famille libre lorsque toute famille finie extraite de E est libre.

La famille (X"), ., = (1,X,X?,...) est libre dans K[X].
En effet, soit une famille finie (X; , ..., X; ) extraite de (X")

neny avec 0 < iy < i < -+- < i, = m : alors cette famille est

m
incluse dans (1,X,...,X™), qui est libre, puisque Y a;X*=0= (ay=a, = = a,, = 0).
k=0

(Définition : famille liée )

’ Une famille (1;),;., d’éléments (ou vecteurs) de E est dite liéelorsqu’elle n'est pas libre.

(Définition : famille génératrice )
Une famille 4 = (u;),;., d’éléments (ou vecteurs) de E est génératrice de E ou engendre E lorsque tout vecteur
de E est combinaison linéaire d’éléments de ¥, c’est-a-dire :

n
VxEE, HHEN, H(Ai)lsisnEKn’ x:ZAiui.
i=1

On note alors E = Vect ((ui)lgisn)‘

Quelques propriétés. Soit & et ' deux familles : on écrira ici, par abus de notation que
(Xg) X1, Xgy ...) = (Xg) U (X1, Xy, ...) €L (X, X5, ...) C (X, X1, Xy, ... ), comme si les familles étaient des ensembles.
o Si & estlibre et que &' c &, alors &' est libre;
o Toute famille contenant {0z} est liée;
e si ¥ est génératrice de E et que & < &', alors &' est génératrice de E;
e si % estlibre, et x € E, la famille {x} U est libre si, et seulement si, x ¢ Vect ().
(Définition : bases )

’ Z estune base de E lorsque & est libre et génératrice de E. ‘

[ Propriété 1 : bases échelonnées de 'espace K [X] ]

* Lafamille (X"), . est une base de I'espace K[X], appelée base canonique de K [X].

* Plus généralement, soit (P,) .y une famille de polynémes tels que deg P, = k pour tout k € N, (on dit
que la famille (P,.) .y €st échelonnée en degré), alors la famille (P;.) .oy €St une base de K[X].

(Définition : dimension finie )
Soit E un K-espace vectoriel; si E admet une famille génératrice finie, on dit que E est de dimension finie; sinon,
E est de dimension infinie.

( Théoréme 1.1 de la dimension ]

Si E est de dimension finie, alors toutes les bases de E ont le méme cardinal fini, appelé dimension de E.
Si E = {0z}, alors E a pour seule base @, et on dit que dimE = 0.
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On obtient alors une base de E :

o en utilisant le théoréme de la base incompleéte : soit £ une famille libre de E, et ¢ une famille génératrice finie
de E; alors il existe une sous-famille ¢’ < ¢ telle que 8 = £ U¥’ est une base de E.

e ou bien en enlevant des éléments d'une famille génératrice ¢ de E, en prenant garde a conserver le caractére
générateur de la famille ainsi obtenue.

2 — Produit et somme d’espaces vectoriels

(Définition : produit de sous-espaces )

Soit (Ey, Ey, ... E,) une famille finie d'espaces vectoriels sur K, alors le produit des E;,1 <i < p, est

p
[1Ei=E x By x By ={(xy,...,x,), Viellnl,x; e E}

i=1

C’est un espace vectoriel sur K.

[ Propriété 2 : dimension d'un produit de sous-espaces J

Si tous les E; sont des espaces vectoriels de dimension finie, alors

P p
dim (]‘[ E,-) =) dim(E))
i=1 i

i=1

(Définition : somme de sous-espaces )

Soit (Ey, Ej, ... E},) une famille finie de sous-espaces vectoriels de E, alors la somme des E;,1 < i < p, est

)4 |4
> Ei= {in, (X1, X ... X,) € Ey x Ep x -+ pr}
i=1 i=1

C’est un sous-espace vectoriel de E, le plus petit qui contienne tous les E;,1 < i < p.

(Définition : somme directe )

p p
On dit que la somme ) E; est directelorsque I'écriture  x = lei, (X1, X5...X,) € E; x Ey x - x E,,
i=

i=1
est unique, ie

p p
V((xlyxz ---xp),(J’pJ’z---J’p)) € (Ey X Ey x +++ x Ep)zr (i:ZiJ’i = izzlxi) = (Viell,pl, x;=y)

p p
Onnote alors )_E; = PE;.
i=1 i=1

[ Propriété 3 : caractérisation des sommes directes ]

p
La somme Z E; est directe si, et seulement si,
i=1

p
V(Xy,Xg,...,Xp) € By x By x =+ x B, (Zx,- = OE) = (xl =Xy=-=X,= OE).
i=1

ce qui revient a dire que la décomposition de Oy suivant les espaces E; est unique.
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[ Propriété 4 :cas p =2 J

E=F+G

E=F&eG <=
{FnGz{OE}

A Cette propriété ne s'étend pasaucas p =3 :
il ne suffit pas que ANB=ANC =BnC = {0z} pour que la somme A+ B + C soit directe.
(Imaginer par exemple le cas de trois droites vectorielles distinctes du plan).

[ Propriété 5 : formule de GRASSMANN ou des quatre dimensions ]

Soit F et G deux espaces vectoriels d'un espace E de dimension finie :

dim(F+G) =dimF +dimG —dim (Fn G)

[ Propriété 6 : dimension d'une somme de sous-espaces ]

Soit Ej, ... v Ep, des sous-espaces de dimension finie d'un espace vectoriel E, alors :

14 |4
dim( E,.) <) dim(E;)
i=1

i=1

p
Il y a égalité dans l'inégalité ci-dessus si, et seulement si, la somme )_ E; est directe :
i=1

p P
dim (@Ei) = )" dim(E;)
i=1

i=1

(Définition : sous-espaces supplémentaires )

p
On dit que les sous-espaces (Ej, Ey, ... E,,) sont supplémentaires dans E lorsque PE;=E.
i=1

p
Cecirevientadireque Vx € E, 3!(x,,...,x,) €EE; xE,, x= Y x;
i=1

On considére 1'espace vectoriel E = € (R, C) des fonctions continues sur R, et les sous-espaces vectoriels de E :

P = {f €E, VxeR, f(x) =f(—x)} (fonctions paires) et & = {f €E, VxeR, f(x) = —f(—x)} (fonctions impaires).
Alors E=2 & .9 : & et ¥ sont supplémentaires dans E.

Pour le démontrer, on utilise la propriété 3 et la décomposition de f € E en somme d'une fonction paire et d'une
impaire résultant de

Flx) = fx +2f(—x) +f(x) —2f(—x).

On considere l'espace vectoriel E = K[X], n €N, P € E\ {0} un polynéme de degré n + 1, et les sous-espaces :
F=PK[X]={PQ,QeK[X]} et G =K,[X] ={ReK[X],degR < n}. Alors F et G sont supplémentaires dans E.

Pour démontrer E = F + G, on utilise la propriété 3 et la décomposition de T € E résultant de la division euclidienne par
T =PQ+R, en remarquant que (PQ,R) € F xG.

(Définition : base adaptée [a un sous-espace] )

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et F un sous-espace de E de dimension p < n.
Il existe une base (e, ey, ..., €p) €ty -eer e,) telle que (e}, e,, ..., p) est une base de F.
Une telle base est appelée base de E adaptée a F.

1 Remarque : cet énoncé est équivalent au théoréme de la base incompléte.
(Définition : base adaptée [ une décomposition en somme directe] )

p
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie 7, qui admet une décomposition E = € E;..
k=1
Alors il existe une base de E, qui est formée par la juxtaposition de bases de chacun des espaces vectoriels Ej..

p
Une telle base est appelée base de E adaptée a la décomposition E = (P E,..
k=1

1 Remarque : I'existence d'une telle base est une condition nécessaire et suffisante a la décomposition en somme directe.
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3 — Image et noyau d’une application linéaire

(Définition : Image et noyau d'une application linéaire )

Soit u une application linéaire de E dans F.
Le noyau de u est Ker (u) = u™" ({0;}) = {x € E, u(x) = 0} : c’est un sous-espace vectoriel de E.
L'image de u est Im (u) = u(F) : c’est un sous-espace vectoriel de F.

[ Propriété 7 : noyau, image, injectivité, surjectivité ]
Soit u une application linéaire de E dans F.
* U est injective si, et seulement si, Keru = {OE} * U est surjective si, et seulement si, Imu = F
[ Propriété 8 : isomorphisme fondamental J

Soit u une application linéaire de E dans F, et S un supplémentaire de Ker u (d'existence supposée); alors u

définit un isomorphisme % de S sur Im u.
Exemple 4

On considére E = € (R, C), et u 'endomorphisme de E défini par u(f) = f’.
Alors Keru = # = {f € E, f constante}, et Imu = E. Soit alors S = {f € E, f(0) = 0}.
La décomposition f = f — f(0) + f(0) montre E =S+ % ; or SN & = {0}, donc S est un supplémentaire de % .
L'application & : S — E définie par #i(f) = f’ est un isomorphisme, d'application réciproque définie par
X

(ﬁ)’l(g):x~f0 g(r)dr.

[ Propriété 9 : conséquences en dimension finie ]

o % dim Ker («) + dim Im (1) = dim E (formule du rang);
SidimE < +o0:

* SidimE = dimF, alors (u injective) <= (u surjective) <= (u bijective)

La formule du rang n'a évidemment pas de sens en dimension infinie;
la deuxiéme propriété, qui a un sens en dimension infinie, est fausse (voir l'exemple 3 ci-dessus)

{0}

irg f=dim Im f
" =dim S
'y =dim E- dim Ker f

4 — Equations linéaires

4.1 — Définition, résolution

(Définition : équation linéaire )

Soit E et F deux espaces vectoriels, f € Z(E,F), et b € F. On considére I'équation en x € E :
V:.f(x)=nb, dite équation linéaire de second membre b.

(Définition et propriété : équation sans second membre )

On appelle équation homogéne ou sans second membre associée a 7 'équationen x € E : 7 : f(x) = Op.
Lensemble des solutions de 7}, est le noyau Ker f de f.

[ Propriété 10 : espace des solutions de ¥ J

L'ensemble . des solutions de 7 est :

> l'ensemble vide @ si b ¢ Im f (équation non compatible)

> x,+ Kerf = {xo +u,uc Kerf} si b € Im(f), donc si x, € E, b = f(x,). (équation compatible)

Vocabulaire
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* Une condition équivalente a b € Im (f) est appelée condition de compatibilité de 'équation f(x) = b.

* Dansle casou ¥ : f(x) = b est compatible, .# est un espace affine.
Tout vecteur x, de E tel que f(x,) = b est appelé origine de # et Ker f est la direction de . .

* Deux espaces affines de méme direction (ou de directions incluses 'une dans 'autre) sont dits paralléles. En
particulier, les équations compatibles f(x) = b, et f(x) = b, ont des espaces de solutions paralleles.

Une équation différentielle

On considére l'équation différentielle y" —3y' + 2y = e*.

C'est une équation linéaire, avec E=F = €°(R,C), f:y — y" -3y +2y,et b=x — e".

L'équation homogeéne associée est y" — 3y’ + 2y = 0. On montre que l'espace des solutions de cette équation homogéne
est le plan vectoriel %, = Vect (x — e*, x — e**).

Or, si yy(x) = —xe¥, alors y; (x) — 3y5(x) + 2y,(x) = = (x +2—-3(x + 1) + 2x) e* = e*, donc f () = b.

L'équation est compatible, et 'ensemble des solutions est le plan affine ¥ = {x — —xe* + 1e* +pe?*, (A, u) € 62}.
Exemple 6

Une relation de récurrence -
On considere la relation de récurrence u,,.; —2u, = (-1)".

C'est une équation linéaire, avec E = F = CV, f: (u,,) — (t,1; —2u,), et b =x — ((-1)").

L'équation homogéne associée est u, ., —2u,, = 0. L'espace des solutions est la droite vectorielle des suite géométriques
de raison 2.

On constate que f ((~1)") = (=)™ = 2(-1)") = =3(=1)", donc f (3 (=1") = (D"

L'équation est compatible, et I'ensemble des solutions est la droite affine . = {_?1(—1)" +A2"1 € C}.

Un systéme d'équations

xX=2y+z

On considére le systéme . C'est une équation linéaire, f étant I'application linéaire de R® dans R?

=3
x+y+z =0
1

1 _12 i ,etavec b =(1,0).
On remarque que b € Im (f), par exemple f(1,—1,0) = (1,0). Donc le systéme est compatible.
De plus, Ker f est de dimension 3 — rg(f) = 1; on obtient Kerf = Vect(1,0,—-1).

L'ensemble des solutions est la droite affine .# = {(1, -1,00+A(1,0,-1DA € [R}.

Exemple 8

canoniquement associée a la matrice A =

Un autre systéme d'équations
1 1 M x+y =1

On considére § € R, la matrice M = (1 —2), etle systtme { (2) x-2y =0.

1 4 B) x+4y =8
C'est une équation linéaire, f étant I'application linéaire de R* dans R® canoniquement associée a la matrice M, et avec
b=(1,0,p).

Un pivot de Gauss permet de remarquer que 2(1) — (2) — (3) s'écrit 0 = 2 — 8, donc le systéme est compatible si et

0
seulement si f = 2, et son unique solution est alors le singleton .% = {(%, % }
Exemple 9

La division vectorielle
Soit E = R3, muni de sa structure euclidienne usuelle. On considére deux vecteurs @ et b de E, et I'équation linéaire en

X €E:V:an%=Db.Lapplication linéaire correspondante est f : % — & A X.
Cette équation ne peut pas avoir de solution si Eﬁf. a. . . . 1. .
Réciproquement, si @ - b = 0, on vérifie que @ A (b A @) = (G*)b - (a-b)a = (4*)b, donc, avec %, = ;b A a,fXy)=b:
beIm f, et 'équation est alors compatible. De plus, Ker f = R.d. Finalement, I'ensemble des solutions de 7 est :

{ ¢ sid-b#0

>

1. .
—b/\&+/1&,/1€|R} sia-h=0

la droite affine { =
42
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5 — Hyperplans
(Définition : hyperplan )

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N*. Un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si, et

seulement si :
cest-a-dire ’ H est un supplémentaire d'une droite vectorielle ‘

[ Propriété 11 : équation d'un hyperplan ]

Toute équation d'un hyperplan en dimension finie (n = dim E), muni d'une base 2, est de la forme
n
Ap X = Ay X, + Ay Xy + -+ A, X, =0 ou (ay, ay,...,a,) e K".
k=1
(Ey) est appelée une équation cartésienne de I'hyperplan H.

= Remarque : Un hyperplan n'a pas d'équation unique : pour tout A € K*, Y A a,x; =0 est UNE équation de H.
k=1

[ Propriété 12 : équations d'un sous-espace vectoriel ]

Soit p € N*, l'intersection de p hyperplans de E est de dimension au moins n — p.
Réciproquement, soit F un sous-espace de E, de dimension n — p. Il existe alors p hyperplans H;, H,, ... H, tels

p no
que F = (] Hy. En notant (E;) : ) a,(c’)xk = 0 une équation de I'hyperplan H;, on obtient alors qu'un systéme
k=1 k=1

(1) (1) 1)
ay; X;+a, X+ +ay,

aPx,+aPxy+ - +a?

x,=0
0z . @ X, =0
d'équations définissant F est

(p) (p) (p)

a; " x,+a, X,+-+a, x,=0

Exemple 10
Dans l'espace E = R3, on consideére la droite vectorielle D dirigée par u = (1,-1,2).
u appartient a deux hyperplans différents : H;, d'équation x + y = 0 et H,, d'équation 2y + z =0, ie D = H; N H,.
x+y=0

Donc D est défini par le systéme d'équations
2y+z=0

Dans E = R*, on considére les hyperplans : H;, d'équation x +y —z + t = 0, H,, d'‘équation x —y +z — 2t = 0 et Hj,
d'équation x—¢ = 0. Clairement, H, # H,; (x,y,z,t) € HNH, > x+y—z+t+x—-y+z-2t =x—-t=0= (x,y,2,t) € Hs,
donc H, N H, c H;. Alors F = Hy n H, N Hy = H; N H, est un espace de dimension 4—2=2 (etnon4 -3 =1).
X+y—-z+t=0
Xx-y+z—-2t=0 définit un sous-espace de R* de dimension 2.

x—t=0
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